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一 般 认 为 , 抽象 代数 是 以 伽 罗 瓦 理论 的 产生 作为 分 界线 的 .十 
九 世 纪 二 十 年 代 以 前 , 代数 学 还 着 重 于 研究 求解 代数 方程 , 当然 也 
要 讨论 多 项 式 理论 等 等 ， 法 国 青 年 数学 家 伽 罗 瓦 ( 公 . Galoig, 1811 
~ 1832) 用 群 的 观点 来 研究 代数 方程 的 解 ， 解 决 了 古代 的 一 个 难 
题 一 般 的 高 于 四 次 的 代数 方程 没有 根 式 解 ， 从此, 还 由 于 其 他 一 
些 学 科 的 需要 ， 代 数学 的 研究 逐渐 转向 研究 各 种 代数 结构 ， 二 十 
世纪 以 来 ， 数 学 得 到 了 蓬勃 发 展 ， 各 个 数学 分 支 都 会 有 些 代数 结 
构 , 代数 学 就 渗透 到 许多 数学 分 支 中 , 几乎 成 了 它们 的 基础 ， 内 容 
广泛 .抽象 ,这 是 抽象 代数 学 的 一 个 特点 , 不 大 可 能 通俗 地 讲 清楚 
特别 是 , 由 于 种 种 原因 ， 在 我 国 的 大 学 数学 专业 中 ,代数 课程 的 比 
例 太 小 ,学 得 太 少 . 

代数 结构 中 , 最 简单 和 常见 的 是 群 、 环 、 域 . 


- 群 论 


所 请 群 , 是 一 个 带 着 一 个 运算 的 集合 9, 它 对 这 个 运算 满足 结 
合 律 ; 并 且 , 具有 单位 元 素 6 G 中 每 个 元 素 a 都 有 道 元 素 6. 

如 果 G 中 的 元 素 的 个 数 是 有 限 的 , 就 称 G 为 有 限 群 ; 否则 , 残 
是 无 限 群 . 

群 的 最 普遍 的 作用 , 是 表达 事物 的 对 称 性 .在 许多 学 科 中 , 经 
常 运 用 群 来 分 类 .一 个 最 根本 的 问题 是 . 究竟 有 多 少 群 (如 果 同 构 
的 群 看 作 是 一 样 的 话 ).。 也 研 是 怎样 对 群 加 以 分 类 ， 无限 群 的 分 


类 是 非常 复杂 的 ， 把 所 有 的 有 限 群 找 出 来 也 不 简单 ,最 简单 的 群 
是 交换 群 , 就 是 群 G 满足 , 对 4.5E G9, 总 有 a0= bao. 


| 有 限 交 换 群 


关于 有 有限 交 换 群 的 结构 ， 有 个 茜 本 定理 : 任 一 有 限 交 换 群 9 

总 是 一 些 循环 子 群 的 直 积 
GH HOH WH 0 HH oo, 
60° Hu: H sn,, 

其 中 瑟 j 是 阶 为 pf? 的 循环 群 ,Pi1、…'、ps 为 素数 ,ww 二 0 为 整数 , 而 
是 p15 由 GG 所 唯一 确定 . 

由 这 个 基本 和 定理, 有 限 交 换 群 的 分 类 就 完全 清楚 了 : 每 个 交换 
群 确定 一 组 不 变量 (pfY, Pp 和 ,PY 22， 人 2 入 2 05 ， 
…，2D2")， 可 以 用 以 分 类 有 限 交 换 群 ;， 同 构 的 群 有 相同 的 不 变量 ; 
具有 不 同 不 变量 的 群 互 不 同 构 ; 任意 这 样 的 一 个 数组 , 都 有 一 个 有 
限 交 换 群 以 它 为 不 变量 .这 承 叫做 “有 限 交 换 群 的 完全 不 变量 组 ”。 
讨论 一 个 结构 的 分 类 , 最 理想 的 是 能 找 出 这 结构 的 完全 不 变量 组 ， 
但 这 并 不 很 容易 . 

由 这 个 基本 定理 , 任 一 有 限 交 换 群 G 的 元 素 可 以 标准 地 表达 
出 , 它 了 的 元 素 间 的 运算 都 能 写 得 出 , 它 的 子 群 . 商 群 等 等 都 非常 清 
楚 ， 这 就 叫 “ 群 4 的 结构 清楚 了 ”， 

这 个 定理 稍 加 修改 ， 就 可 扩充 为 有 限 生成 的 变换 群 的 基本 定 
理 . 这 个 定理 很 有 用 ， 璧 如 在 拓扑 学 中 ， 同 调 群 的 结构 就 由 它 表 
出 : 

怎样 研究 一 般 的 有 限 群 ?常用 的 办 法 是 研究 它 的 子 群 和 次 群 . 

所 谓 群 G 的 子 群 刁 , 是 指 . 于 是 G 的 子 集 ; 而 且 号 关于 G 中 
的 运算 是 封闭 的 ; 五 中 每 个 元 素 的 道 元 素 仍 在 互 中 ， 

对 4aEG, 集合 4o 且 = {ah|hE 五 } 称 为 五 的 一 个 左 陪 集 . 同样 ， 
Ha 称 为 五 的 一 个 右 陪 集 , 如 果 右 陪 集 都 是 左 陪 集 ( 即 对 每 个 gw6E 
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G,a 于 = Hao), 这 样 的 子 群 卫 特别 重要 , 称 为 G 的 正规 子 群 (或 说 
“在 GG 中 正规 ”)， 如果 玉 是 GG 的 正规 子 群 , 那么 左 陪 集 ( 也 是 
右 陪 集 ) 的 全 体 所 成 的 集合 G/ 瑟 = {e 如 ,qz 旦 ,…, msHH} 中 定义 运 
算 4 是 .6 且 一 ob 且 后 构成 一 个 群 , 称 为 人 4 的 商 群 (关于 总 )， 如 果 
群 G 除 了 自己 和 只 仿 e 一 个 元 素 的 正规 子 群 外 , 没有 其 他 正规 子 
群 , 这 种 群 G 称 为 单 群 (简单 的 意思 , 就 是 除了 显然 的 以 外 ,， 它 没 
有 正规 子 群 )， 


2 而 当 一 堆 尔 德 定理 


”可 以 用 单 群 来 描述 一 般 的 群 ， 因 为 是 有 限 群 ， 我 们 总 可 以 对 
群 G 做 出 一 连 串 的 子 群 8 必 人 i 二 G95s 必 … 习 一 4e}, 其 中 人 在 GG 
中 正规 ,Ga 在 Ga 中 正规 ，……… ，Gi 在 G9 中 正规 ， 称 为 红 的 正规 
列 、 而 且 ， 总 可 以 做 到 商 群 G/G，Ga7Ga， pp，G 1G 一 Gn-1 者 
是 单 群 (这 是 因为 ， 如 果 不 是 单 群 的 话 , 总 可 以 再 在 中 间 播 进 一 些 
子 群 , 使 得 商 群 都 是 单 群 )， 这 时 的 正规 列 , 就 称 为 合成 列 , 它 的 一 
系列 商 群 称 为 G 的 合成 因子 . 关于 合成 列 , 有 一 个 重要 定理 , 叫做 
若 当 -和 替 尔 德 (OQ. M. 卫 . Jordan~O.Holder) 定 理 , 这 是 上 一 个 进 纪 
的 事 : 有 限 群 G 的 合成 因子 由 G 记 唯一 确定 ， 妇 对 于 G 的 任意 两 
个 合成 列 G=G0 必 全 滞 … 守 ,= {6} 及 G=Ho 太 HID:…DOHn= 
{6}, 必 成 立 m%=n, 且 有 好， 2,… ,中 的 一 个 置换 wv 使 单 群 G41/ 
洋 且 woos/ 上 zw (这 里 6 二 1 ，2,…, mn)， 也 即 除 了 次 序 之 外 , 合成 
因子 一 一 同 构 . 

这 样 一 来 ， 可 以 把 有 限 单 群 勉强 看 作 一 般 腿 群 的 基石 ， 根 
据 若 当 -和 蚌 尔 德 定理 , 一 般 有 限 群 的 分 类 与 结构 可 以 归结 为 两 个 问 
题 ， 单 群 的 分 类 与 结构 ， 以 及 群 的 扩张 问题 . 所 谓 群 的 扩张 问题 ， 
是 已 知 子 群 Gu 和 商 群 G/G 的 结构 , 如 何 作出 群 9 来 ， 这 是 很 难 
的 问题 , 真 到 现在 , 所 知道 的 结果 不 太 多 、 

哪些 群 是 单 群 ?是 否 能 把 全 部 有 限 单 群 找 出 来 ?通过 一 百 多 年 
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来 许多 许多 代数 学 家 的 努力 , 总 算 在 1981 年 把 有 限 单 群 的 分 类 全 
部 解决 了 . 大 家 知道 , 最 简单 的 有 限 单 群 是 素数 阶 的 循环 群 (因为 
子 群 的 阶 总 是 群 的 阶 的 因子 , 而 素数 是 没有 非 显 然 的 因子 的 , 素数 
阶 的 群 连 非 显然 的 子 群 都 没有 , 因此 是 单 群 )， 除 了 这 些 显然 的 单 
群 外 , 最 早 知 道 的 单 群 是 交代 群 4,( 其 中 m% 之 5), 就 是 所 有 % 个 文 
字 的 偶 置换 所 组 成 的 群 ， 这 还 是 十 九 世 纪 二 十 年 代 匣 罗 瓦 廊 证 明 
的 结 采 . 


3 您 罗 瓦 理论 与 大 


星 在 一 百 五 十 年 以 前 ， 仙 罗 瓦 就 用 群 的 观点 来 探讨 代数 方程 

根 式 解 的 问题 . 对 于 每 个 代数 方程 
f (2) 三 Goo 十 aa 十 … 十 Go 十 加 一 0， 
都 可 以 引进 一 个 包含 它 的 所 有 根 和 共 域 Q 的 最 小 数 域 区 ,然后 考 
虑 玉 的 所 有 使 @@ 和 了 的 系数 都 不 变 的 自 同 构 , 它 成 一 群 G， 就 称 
为 方程 Jo 一 0 的 徊 罗 瓦 群 ， 它 是 一 个 有 限 群 ， 伽 罗 瓦 给 出 了 这 
个 代数 方程 有 根 式 解 的 充 要 条 件 是 它 的 伽 罗 瓦 群 是 可 解 群 ( 所 谓 
可 解 群 ， 是 指 它 的 合成 因子 都 是 素数 阶 的 单 群 . “可 解 群 ”这 个 名 
称 , 也 正 是 从 佑 罗 瓦 的 这 个 判别 准则 得 来 的 )。， 癸 罗 瓦 还 证 明了 交 
代 群 4, 当 w>5 时 是 单 群 , 而 一 般 呈 次 方程 的 伽 罗 瓦 群 是 对 称 群 只 
《 即 全 体 ?2 阶 置换 所 组 成 的 群 ) . 当 m 关 5 时 5 的 合成 因子 是 4, 和 
一 个 二 阶 循环 群 ， 所 以 S,( 当 nn 宇 5 时 ) 不 是 可 解 群 ， 从 而 一 般 的 mw 
次 代数 方程 人 m 关 5) 不 能 有 根 式 解 ， 这 就 彻底 解决 了 古代 留 下 的 一 
个 难题 ， 不光 这 个 难题 , 运用 贷 罗 瓦 理论 还 能 解决 三 等 分 任意 角 、 
信和 立方 等 其 他 一 些 古 代 难 题 。 癸 罗 瓦 理论 的 产生 ， 促 使 了 有 痕 群 
理论 的 发 展 , 也 促使 了 域 的 理论 的 发 展 , 因为 从 本 质 上 讲 , 伯 罗 瓦 
理论 给 出 了 有 限 正规 扩 域 K 的 子 域 与 使 基 域 不 变 的 KK 的 自 同 构 
群 G 的 子 群 之 间 的 一 一 对 应 关系 , 所 以 贫 罗 瓦 理论 与 “ 域 论 ”有 着 
密切 关系 ， 以 研究 代数 数 域 为 对 象 的 “代数 数论 ”， 就 以 伽 罗 瓦 理 
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论 为 它 的 基石 之 一 ， 十 典 的 伽 罗 瓦 理论 是 域 上 的 伽 罗 瓦 理论 ， 近 
代 许多 数学 家 正在 研究 体 ( 除 环 ) 上 的 伽 罗 瓦 还 论 以 及 环 上 的 侧 罗 
瓦 理论 , 这 些 对 于 环 的 结构 的 了 解 都 起 着 重要 的 作用 , 形成 “ 环 论 ” 
研究 中 的 一 个 极 重要 的 方向 . 

伽 罗 瓦 的 反问 题 , 是 一 百 多 年 来 长 期 未 解决 , 又 是 许多 数学 家 
感 兴趣 的 问题 ， 问 题 的 提 法 是 这 样 的 , 对 于 一 个 给 定 的 有 限 群 @, 
是 否 存 在 一 个 有 理 系数 的 代数 方程 , 使 得 它 关 于 有 理 数 域 Q 的 作 
罗 瓦 群 同 构 于 G? 一 百 多 年 来 , 虽 经 许多 数学 家 的 努力 , 还 是 没有 
彻底 解决 ， 可 见 问题 极 难 ， 对 一 些 特殊 情况 ， 问 题 是 容易 解决 
的 ， 璧 如 G 为 对 称 群 &, 或 交代 群 4, 时 ， 答 案 都 是 肯定 的 .1954 
年 ,苏联 数学 家 萨 伐 列 维 奇 (UH. P. HIadapepad) 证 明了 : 当 G 是 有 
限 可 解 群 时 , 问题 是 肯定 的 ， 近 年 来 , 著名 代数 学 家 ， 非 尔 兹 奖 获 
得 者 汤普森 (J. G. Thompson) 及 其 合作 者 致力 于 这 个 问题 ，1985 
年 , 在 北京 国际 群 论 会 议 上 , 汤普森 就 他 近年 来 的 工作 作 了 报告， 
他 的 结果 大 臻 是 说 , 在 一 定 条 件 下 , 合 罗 瓦 群 的 交换 扩张 * 是 盆 罗 
巨 的 ， 癸 罗 瓦 问题 的 一 般 情况 ,还 远 没有 解 央 . 


4、 典 型 群 、 连续 群 与 李 条 


群 的 理论 的 发 生 与 发 展 ， 一 方面 是 由 于 合 罗 华 理 论 促使 研究 
有 限 群 , 男 一 方面 , 也 是 研究 典型 群 的 需要 .二 十 世纪 初 , 德国 大 
数学 家 克 莱 苗 ( 卫 . Klein, 1849~1925) 把 几何 和 变换 群 联系 起 来 ， 
从 而 也 就 促使 人 们 去 研究 这 些 群 的 结构 、 性 质 等 这些 群 , 现在 把 
它们 叫做 典型 群 ， 它们 痢 可 以 用 矩阵 形式 来 表示 ， 而 矩阵 的 元 素 
都 在 实数 域 及 或 复数 域 C 中 ， 

所 有 % 阶 非 异 方 阵 的 全 体 ， 按 矩阵 张 法 构成 的 群 ， 叫 做 阶 
一 般 线性 群 , 记 作 GZ,( 肪 ) 或 GL,(C) ( 按 系 数 在 有 蕊 或 中 而 定 )。 

所 有 行列 式 为 1 的 % 阶 方 阵 全 体 所 成 的 群 , 叫做 特殊 线性 群 ， 

区 ”车 群 G 有 交换 的 正规 子 群 豆 , 则 称 98 为 G/ 互 交换 扩张 。 


记 作 SL, (及 ) 或 87(O) ( 按 系 数 在 及 中 或 CG 中 而 定 ). 

所 有 满足 cc 和 = 的 7 阶 方 阵 ce 的 全 体 组 成 的 群 ， 称 为 正 
交 群 , 记 作 0O,(O) 或 0.(R) ( 按 系 数 在 CC 中 或 及 中 而 定 ). 

所 有 满足 o''o= 工 ,的 mn 阶 复数 方 阵 o 全 体 所 组 成 的 群 , 称 为 
酉 群 , 记 作 UU (m). 

令 2n 阶 方 阵 


一 10 * 
0 0 1 
-1 0 


所 有 满足 'oAo = 4 的 2n 阶 方 阵 c 的 全 体 所 组 成 的 群 , 称 为 辛 群 ， 
“ 记 作 sp) 或 sp.( 了 及 ) ( 按 系 数 在 CC 中 或 及 中 而 定 ). 

与 射影 几何 有 关 的 , 就 要 研究 射影 群 。 在 上 述 这 些 典 型 群 中 ， 
关于 中 心 子 群 ** 所 得 的 商 群 ， 就 是 相应 的 射影 群 。 例如 GL,(0) 
的 中 心 是 所 有 oT,.( 其 中 4 竺 9 是 复数 )， 记 作 0C*T， 于 是 GL,(C)/ 
0 了 就 称 一 般 射 影 线性 群 , 记 作 PGL,(C)， 类 似 地 , 有 PSL,(0)、 
PSL,、(R) 等， 我 国 数学 家 华罗庚 、 万 哲 先 等 对 典型 群 的 研究 作出 
很 大 贡献 ,车 有 < 典型 群 > 一 书 . 

从 这 些 典 型 群 的 研究 , 引出 代数 学 中 两 个 极其 重要 的 分 支 ; 一 
个 是 李 群 , -一 个 是 李 型 群 . 

一 个 群 G 如 果 又 是 拓扑 空间 ， 而 且 群 的 运算 和 元 素 求 道 在 
这 个 拓扑 下 是 连续 的 ， 则 称 G 为 连续 群 ， 或 称 拓扑 群 ， 上 述 一 些 
内 型 群 都 是 连续 群 . 
to 是 措 0 的 转 界 符 阵 , 5 表示 o 中 每 一 系数 取 共 据 所 得 的 矩阵 ; ,为 n 阶 单 
位 方 阵 . 
so 群 G 中 与 他 个 元 宗 都 可 交换 的 元 素 ， 称 为 中 心 元 素 ，G 的 全 体 中 心 元 素 形 
成 如 的 正规 子 群 , 称 为 区 的 中 心 , 常 出 和 (1 卖 示 。 
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一 个 拓扑 空间 ， 如 果 每 点 有 邻 域 与 m 维 欧 氏 空间 R" 同 胚 , 那 
就 称 为 流 形 . 这 时 , 每 点 附近 就 可 以 设置 局 部 坐标 ， 如 果 局 部 坐标 
闻 的 变换 是 解析 函数 ， 则 称 这 个 坐标 系 为 解析 坐标 系 ， 这 个 空间 
就 称 为 解析 流 形 . 

如 果 一 个 群 G， 它 既是 解析 流 形 ， 而 且 群 的 运算 与 求 逆 在 解 
析 坐 标 系 下 都 可 以 用 解析 函数 来 表达 ， 那 么 就 把 G 叫做 李 群 ， 这 
个 名 词 是 为 了 纪念 挪威 数学 家 李 (M. 8. Lie, 1842~1899)， 是 他 
第 一 个 在 上 世纪 末 系 统 地 研究 了 局 部 李 群 . 

李 群 的 结构 , 从 群 来 说 , 它 是 代数 的 ; 从 拓扑 空间 来 说 , 它 是 几 
何 的 ; 从 解析 通 数 来 说 , 它 是 分 析 的 , 因此, 它 的 分 类 .结构 ,性质 
与 数学 的 各 个 方面 都 有 联系 , 应 用 非常 广泛 ,在 理论 物理 中 也 占 着 
重要 地 位 , 以 致 有 人 称 它 是 “数学 的 核心 ”. 

紧 致 李 群 的 分 类 , 早 就 由 外 尔 (Q. H. H. Wey]l, 1885~1955) 
所 完成 ， 他 把 这 个 问题 最 终 地 归结 为 复 单 李 代数 的 分 类 ， 复 单 李 
代数 一 共 分 四 大 类 与 五 个 特殊 代数 ( 记 作 4,，B,，0,，D, 及 取 。， 
轧 :/， He,，F4, Ga) .四 大 类 的 单 李 代数 都 是 典型 群 的 李 代数 ， 如果 
说 李 群 是 代数 .几何 .分 析 的 结合 , 那么 , 李 代 数 则 是 纯 代数 的 结构 
了 . 

李 群 中 , 一 个 非常 基本 的 问题 是 : 是 否 每 一 个 局 部 是 欧 几 里 得 
空间 的 连续 群 都 是 李 群 ， 这 是 著名 的 希 尔 伯 特 (D. Hilbert, 1862 
~1943) 的 第 五 问题 . 通过 半 个 世纪 许多 人 的 努力 ， 终 于 在 1952 
年 由 格 利 森 (A. M. Gleason)、 蒙 哥 马 利 (D. Montgomery)、 齐 宾 
(L. Zippin) 共同 完 全 肯定 地 解决 了 . 


5. 李 型 单 厨 


由 典型 群 所 引出 的 另 一 重要 方向 , 是 李 型 群 ， 前 面 我 们 说 , 典 

型 群 是 系数 在 实数 域 或 复数 域 中 满足 某 些 条 件 的 矩阵 所 成 的 群 。 

其 实 , 系数 不 一 定 是 实数 或 复数 ， 只 要 是 在 某 一 个 域 ( 也 可 以 是 有 
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限 域 ) 中 ， 也 可 以 成 群 ， 例如 系数 在 有 限 瑾 三 。( 即 2 个 元 素 的 域 ， 
2 为 素数 ) 中 所 有 即 阶 非 异 方 阵 的 全 体 构 成 一 般 线 性 群 ， 记 作 
GZ 同样， 有 特殊 线性 群 SL,《(7,)， 辛 群 8p,n(Fp)， 正 交 群 
O,.《F), 等 等 ， 这些 都 是 有 限 群 , 称 为 有 限 典 型 群 , 其 中 许多 都 是 
单 群 ， 于 九 世 纪 时 就 已 知道 这 些 有 限 典 型 群 中 的 单 群 ， 除 了 素数 
阶 的 循环 群 及 4, 之 外 (rw 宇 5)， 还 知道 由 马 幕 厄 (B. 工 . Mathieu) 
所 发 现 的 五 个 散在 的 单 群 (不 属 系列 的 个 别 单 群 ), 称 为 马 莫 厄 群 . 
本 世纪 初 , 迪克 偿 (L. 也, Diekson) 还 根据 Gs 型 李 群 的 形象 , 做 出 
Gs 型 的 有 限 单 群 ， 后 来， 几乎 半 个 世纪 没有 人 能 发 现 其 他 有 限 单 
和 群 . 1955 年 ， 售 瓦 菜 (4. Chevalley) 运 用 复 单 李 代 数 的 分 类 、 疆 
构 . 性 质 , 在 任意 域 了 上 构 作 了 一 系列 单 群 ， 现 在 称 为 合 瓦 莱 群 ， 
当 了 是 有 限 域 时 ， 这 些 舍 瓦 莱 群 都 是 有 限 单 群 , 它们 不 仅 包 含 了 
已 知 的 有 限 典 型 群 中 的 单 群 ， 也 包含 了 迪克 还 Ga 型 单 群 ,而 且 还 
新 造 出 BH6、8+、Bs、 了 4 型 单 群 。 舍 瓦 菜 的 功绩 不 光 是 找 出 了 新 的 
有 限 单 群 ， 还 在 于 他 统一 地 处 理 了 过 去 都 是 个 别处 理 的 有 限 典 型 
群 。 从 他 开始 ， 有 了 一 个 统一 的 工具 来 讨论 原先 以 为 互 不 相关 的 
一 大 推 单 群 ， 继 舍 瓦 菜 之 后 ， 斯 担保 (也 . Steinberg)、 苏 楚 基 (MM. 
Suzuki)、 利 (只 . -也 . Ree) 等 人 把 舍 瓦 菜 群 作 了 某 些 改进 ， 又 得 到 
了 一 连 串 有 限 单 群 , 这 些 群 现在 统称 为 李 型 单 群 . 五 十 年 代 中 期 ， 
对 有 限 群 理论 来 说 是 划时代 的 .一 方面 ,有 售 瓦 菜 群 的 产生 ; 另 一 
方面 ， 布 好 尔 (及 . D. Brauer) 给 出 了 有 限 单 群 的 一 个 非常 重要 的 
性 质 , 研究 群 中 对 合 ( 阶 为 2 的 元 素 ) 的 中 心 化 子 ， 遵循 他 的 思路 ， 
1966 年 储 科 (2. Janko) 第 一 个 作出 了 五 个 马 蒂 尼 群 以 外 的 第 一 
个 散在 单 群 , 从 此 , 散在 有 限 单 群像 十 后 春 短 般 冒 出 来 .通过 许多 
人 共同 努力 ,特别 是 汤姆 森 CW. Thomson) 、 哥 伦 斯 坦 (D.Gorenst- 
ein). 阿 什 巴 彻 (M.Agchbacher) 等 , 最 终于 1981 年 , 大 家 认为 有 限 
单 群 的 分 类 解决 了 ，(1) 素数 阶 的 循环 群 ，(2) 交代 群 4,, n 宇 5，; 
(3) 李 型 单 群 ，(4) 26 个 散在 单 群 。 这 样 一 个 能 够 简捷 地 说 明 的 
结果 , 部 历时 三 十 载 ( 从 五 十 年 代 算 起 ), 通过 几 百 名 数学 家 写成 的 
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300~500 篇 论文 才 完成 ， 直 至 现在 , 还 没有 人 完整 地 把 证 明 写 出 
来 ,但 是 大 家 认为 是 解决 了 的 ， 不 过 , 大 家 也 认为 有 必要 努力 去 做 
简化 工作 ， 当 前 ,简化 工作 中 的 一 个 重要 工具 , 是 蒂 欧 (J. Titg) 系 
统 与 蒂 茨 几何 , 它 儿 平 已 经 独立 系统 地 成 为 群 论 中 的 一 个 分 支 


6. 蒂 菊 系统 与 一 区 儿 何 


设 群 他 有 两 个 子 群 了 与 六 ,满足 

Qi) BUN 生成 G 

(i) BNVW 在 NW 中 正规 而且 W=N/BNN 是 由 一 组 二 
阶 元 素 集 S 所 生成 的 , 设 S 一 {sd}, ss 在 人 中原 像 取 为 m6 

Ci) 对 5E 到 ,有 mBn 直 B; 

(iv) mBnC BnmBUBnB, 对 每 %EN. : 
于 是 ， 就 称 8 为 一 个 蒂 茨 系统 或 称 作 B-N 对 , 记 作 G= (9 8B， 
NN, S)， 这 个 定义 看 来 很 不 自然 ,但 是 ， 如 果 了 人 解 了 全 于 莱 群 的 结 
构 与 性 质 ， 就 知道 它 是 售 瓦 莱 群 的 推广 ， 而 且 蒂 茨 证 明了 秩 大 于 
等 于 3 的 有 限 了 -六 对 单 群 一 定 是 李 型 单 群 ， 对 应 于 蒂 茨 系统 ， 
可 以 相应 地 作 一 个 几何 ， 就 是 蒂 菊 几何 .人 们 企图 作 一 些 绪 构 ， 
使 得 能 在 更 大 范围 内 统一 有 限 单 群 ,看 来 这 还 是 较 难 的 . 


7. 代 数 故 


大 们 可 以 从 另 一 角度 来 研究 会 瓦 菜 群 ， 那 就 是 五 十 年 代 几 笠 
与 会 瓦 菜 群 同时 兴起 的 “代数 群 ”代数 群 是 代数 流 形 " 与 群 结构 
的 结合 .一 个 群 G, 如 果 它 还 是 一 个 代数 流 形 , 而 且 群 的 运算 与 求 
首都 是 代数 流 形 意义 下 的 态 射 ,那么 就 称 为 代数 群 。 典 型 群 都 
是 代数 群 .譬如 Som( 开 )( 这 里 五 为 数 域 ) 就 是 仿 射 空间 { (wy, zaa。 
Vn) | zy 尺 } 中 满足 一 个 代数 方程 det (zw) 一 1 的 点 (2w) 的 全 

满足 有 限 个 代数 方程 的 点 的 全 体 太 成 的 集合 , 叫做 代数 流 形 。 


体 ; 另 一 方面 , 它 又 是 群 ， 而 且 群 的 运算 与 求 送 用 坐标 形式 表达 出 
来 是 多 项 式 函 数 ,所 以 它 是 代数 群 。 由 和 矩阵 组 成 的 代数 群 , 叫 线性 
代数 群 ， 研 究 得 最 多 的 也 就 是 线性 代数 群 ， 会 瓦 菜 群 都 是 线性 代 
数 群 ， 五 十 年 代 时 舍 瓦 莱 对 代数 闭 域 K 上 的 半 单 线性 代数 群 作 
了 完整 的 分 类 .代数 群 与 李 群 有 许多 相似 的 地 方 ,有 一 个 本 质 的 差 
别 是 ， 李 群 考虑 的 基 域 是 实数 域 了 及 与 复数 域 G, 而 代数 群 的 基 域 
是 任意 的 代数 闭 域 ， 它 可 以 特征 数 不 是 零 ， 因 而 代数 群 上 没有 
自然 的 拓扑 (可 以 用 代数 性 质 给 出 不 是 豪 斯 多 夫 (了 . Hausdorff) 
的 查 里 斯 基 (O. Zariski) 拓 扑 )， 然 而 , 对 复 连 通 半 单 李 群 , 可 以 有 
唯一 的 一 个 线性 代数 的 结构 ， 在 这 意义 上 ， 半 单线 性 代数 群 是 半 
单 李 群 的 扩充 . 

半 单 线性 代数 群 与 李 型 有 限 群 有 着 非常 密切 的 关系 ， 六 十 年 
代 来 ， 斯 坦 堡 兽 证 明 ， 任 一 李 型 群 都 是 相应 的 半 单 线性 代数 群 在 
弗 罗 贝 尼 乌 斯 (F.G. Frobenius) 变换 下 不 变 元 崇 所 成 的 集合 .所 
以 , 研究 李 型 群 要 从 代数 群 着 手 ; 特别 是 研究 李 型 群 的 表示 , 常常 
从 代数 群 的 表示 局 限 过 来 ， 而 代数 群 的 表示 本 身 又 是 具有 非常 丰 
富 内 容 的 方向 , 


8.， 变换 群 的 不 变量 


变换 群 的 不 变量 ， 是 指 在 变换 群 G 作用 下 不 变 的 元 素 ， 研究 
不 变量 的 问题 ， 几 乎 是 所 有 数学 中 经 常 碰 到 的 问题 . 德国 数学 家 
克 菜 茵 就 把 几何 看 作 是 研究 变换 群 下 的 不 变量 ， 欧 儿 里 得 几何 就 
是 研究 运动 群 下 的 不 变量 ， 仿 射 几 何 就 是 研究 仿 射 变换 群 下 的 不 
变量 , 等 等 . 这 里 , 我 们 需要 对 群 的 “作用 ”给 一 个 定义 : 设 避 为 群 ， 
MM 为 一 集合 ， 阁 有 从 集合 GXx 履 ={(g, 2%) 1gEG， xzE MM} 到 集合 
以 内 的 一 个 映射 了 , 它 消 足 . 
Ci) f(g9s, f(g91, 2))—=f (gi 9 2), 其 中 gi、gs€E G, 2E M, 
(ii fle, zw) =z, 其 中 6 为 G 的 单位 元 素 , XENM， 


这 样 , 就 称 “G 作用 在 集合 村 上 w 了 就 是 作用 ， 对 每 -- ge G,， 就 
决定 了 一 个 从 到 到 及 的 映射 1(g， 一 ): zx 嘱 f(yg，z), 所 以 ， 作 
用 也 可 以 看 作 G 中 元 素 用 型 到 前 的 映射 表示 出 来 , 所 以 也 叫 表 
示 ， 如果 每 个 f(g， 一) 都 是 如 到 自身 的 双 射 ( 即 置换 ), 那 就 把 这 
个 作用 也 做 G 的 置换 表示 .如 果 型 是 域 玉 上 的 向 量 空间 , 而 且 
每 个 f(g, 一 ) 都 是 2 的 开 - 线 性 变换 ， 那 就 叫做 G( 在 玉 上 ) 的 
线性 表示 ，G 的 线性 表示 理论 , 是 研究 群 的 最 主要 工具 . 
” 群 人 通过 了 作用 在 集合 MK 上, 所谓“ 不 变量 2 是 指 满足 
f(g, 2)—% 
(对 所 有 g€ 9) 的 元 素 m%. 经 常 要 研究 不 变量 所 成 的 集合 . 最 简单 
的 例子 是 所 有 个 文字 的 置换 所 成 的 对 称 群 S, 作用 在 %* 个 变量 
的 多 项 式 环 KK [wi,…, zm。] 上, 作用 方式 是 变量 进行 置换 ， 例 如 
人 ») 只 wutg 十 经] 一 碍 my 十 对 
这 时 候 的 不 变量 , 就 是 域 到 上 的 对 称 多 项 式 ， 高 等 代数 的 知识 告 
诉 我 们 ,有 一 个 叫做 “对 称 多 项 式 的 基本 定理 ”有 %* 个 初等 对 称 多 
项 式 
Gd 一 04 十 0am 十 他， 
Ca 一 2403 十 0108 十 十 2-100) 

On 一 0402… 0o， 
对 称 多 项 式 的 全 体 一 下 [cl，…，on]; 而且, …，ov 关于 天 是 
代数 无 关 的 .这 就 是 说 ， 任 一 对 称 多 项 式 总 是 初等 对 称 多 项 式 的 
多 项 式 , 而 且 , 这 些 初 等 对 称 多 项 式 之 间 没 有 任何 代数 关系 ( 即 这 
些 初等 对 称 多 项 式 不 满足 任何 w% 个 变量 的 非 零 代数 方程 ), 长 远 以 
来 (一 百 多 年 ) 人 们 要 问 对 于 其 他 的 群 (线性 群 或 群 的 线性 表示 )， 
用 上 述 方式 作用 在 多 项 式 环 玉 [zi，…， 徊 上 是 否 也 可 以 找到 有 
限 多 个 不 变 多 项 式 ， 使 得 任 一 个 不 变 多 项 式 都 是 这 些 不 变 多 项 式 
的 多 项 式 、 这 是 希 尔 伯 特 第 十 四 问题 ， 是 多 项 式 不 变量 的 有 限 性 


问题 ， 早 在 1868 年 , 哥 尔 半 (P. Gordan) 就 证 明了 对 G= SL (0) 
的 情形 . 希 尔 伯 特 在 提出 著名 的 二 十 三 个 问题 之 前 就 证 明了 对 
GSL,(0) 的 情形 .本 世纪 二 十 年 代 , 外 尔 对 复 半 单 李 群 证 明了 希 
尔 伯 特 第 十 四 问题 , 诺 特 (A. 了 . Noether, 1882~~193B) 对 有 限 群 
证 明了 这 个 问题 ; 但 是 , 1959 年 日 本 数学 家 永田 雅 宜 (M. Nagata) 
举 出 了 一 个 反例 , 否定 了 这 个 问题 ， 对 一 般 线性 群 , 有 限 性 定理 不 
成 立 ， 这 就 对 希 尔 伯 特 第 十 四 问题 提出 了 有 哪些 线性 群 能 使 之 成 
立 的 问题 ， 五 十 年 代 代 数 群 理论 兴起 之 后 ， 人 们 着 重 研究 线性 代 
数 群 的 多 项 式 不 变量 的 有 限 性 问题 . 1964 年 永田 雅 宜 又 证 明了 
简约 代数 群 的 情况 .然而 , 对 非 简约 代数 群 ， 情 况 如 何 还 不 清楚 ， 
当前 还 在 发 展 , 在 对 么 寡 代 数 群 进行 研究 . 苏联 数学 家 波 波 夫 (M. 
B. IIorop) 与 波 谋 宁 ( 玫 .Pommerening) 有 一 个 著名 的 猜测 , 至 今 未 
解决 . 1987 年 世界 数学 家 大 会 上 波 波 夫 做 了 一 个 和 6 分 钟 的 综合 
告 , 也 说 明 这 个 方向 不 断 在 发 展 . 


2， 群 的 表示 理论 


这 是 研究 群 的 最 重要 工具 . “表示 ”是 指 线性 表示 ， 即 群 G 到 
群 GZ( 天 )( 其 中 天 为 域 ， 称 为 表示 的 基 域 ) 内 的 同 态 p，G-> 
GIL,(K)， 因为 GL,(K) 中 元 素 都 可 看 作 % 维 线性 空间 六 上 的 非 
异 线性 变换 , 所 以 表示 的 意思 也 就 是 GG 用 六 上 的 线性 变换 群 表示 
出 来 ; 不 过 , 这 时 候 是 同 态 , 而 不 是 同 构 . 若 把 在 六 上 的 作用 定 
义 为 gv 王 p(9) (2) (其 中 gEG, vE7V), 于 是 p(G) 就 成 为 上 的 
线性 变换 群 , 这 时 候 的 六 也 就 叫做 “G- 模 ”.， 群 G 的 表示 与 G- 模 
是 一 一 对 应 的 ， 可 以 把 它们 看 作 一 回 事 . 这 是 诺 特 研究 表示 论 的 
观点 . 其 实 , 这 不 一 定 限于 有 限 维 mw， 区 也 不 一 定 是 域 , 都 可 以 
谈 G 的 表示 问题 . 

有 限 群 、 代 数 群 、 李 群 都 各 有 自己 的 表示 理论 ， 对 代数 群 来 
讲 ,就 要 求 同 态 p 是 代数 群 同 态 ， 同样 , 对 李 群 ，p 不 光 是 抽象 代 
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数 结构 的 同 态 .为 简单 起 见 , 这 里 只 讲 有 限 群 的 表示 . 

表示 的 一 个 核心 问题 ,是 把 所 有 的 表示 找 出 来 ， 群 G 的 最 基 
本 的 表示 , 是 G 的 “不 可 约 袁 示 ?” 设 了 为 G- 模 , 车 矿 除 了 {0} 与 
本 身 外 没有 其 他 G- 子 模 ( 即 G 稳定 的 六 的 子 空间 )， 则 称 了 为 不 
可 约 G- 模 (或 表示 )，、 有 些 情况 下 , 不 可 约 G- 模 构成 所 有 G- 模 的 
基石 . 那 就 是 , KK 特征 数 为 0, 或 下 的 特征 数 p 除 不 尽 G 的 阶 数 ， 
这 时 候 任 一 G- 模 了 都 是 不 可 约 G- 模 的 直 和 六 =V1…@OV ,其 
中 六; 都 是 不 可 约 G- 模 . 这 叫做 六 是 完全 可 约 的 ， 有 限 群 表示 
具有 完全 可 约 性 .这 种 情况 下 讨论 群 G 的 表示 理论 , 就 叫做 常 表 
示 理 论 ; 否则 , 是 模 表 示 理 论 ， 两 者 的 最 大 区 别 是 ， 在 常 表示 理论 
中 ， 不 可 约 G- 模 与 不 可 分 解 G- 模 (不 能 分 解 成 两 个 非 显 然 G- 子 
模 的 直 和 的 G- 模 ) 是 一 致 的 ; 在 模 表 示 论 中 就 不 一 致 , 两 者 关系 很 
复杂 ， 也 就 成 为 模 表 示 理 论 中 主要 问题 之 一 .下 面 主要 谈 常 表 示 
的 性 质 . 

G 给 定之 后 ， 有 多 少 个 不 可 约 G- 模 ? 这 些 不 可 约 模 的 维 数 是 
多 少 ? 常 表示 理论 中 的 一 个 基本 定理 是 : 不 可 约 模 个 数 ( 同 构 看 作 
一 样 ) 等 于 个 的 共 思 类 个 数 h. 设 1， Vs, “ey VV, 为 不 可 约 模 全 
体 ， 扩 一 dimxT 了 ;为 ;在 下 (表示 的 基 域 ;上 的 维 数 ， 则 | |G|， 
人 十 … 十 中 二 |G， 这 当然 还 不 能 确定 ga 但 当 |G| 较 小 的 时 候 ， 
hh 由 共 轿 类 数 确 定 , a 也 就 可 以 由 此 而 定 . 例如 G=Ss, |G| =6, 
我 们 知道 这 时 及 =3， 那 么 显然 得 役 一 一 1 ds 一 2 这 个 定理 是 
做 完备 性 定理 如 果 这 些 不 可 约 G- 模 六; 用 矩阵 表示 pi《 即 线性 
变换 表示 ) 形 式 写 出 求 : pi(9g) = (a (9g))， 右 边 是 依赖 于 gEG 的 
及 上 的 dXd 方 阵 , olf 就 成 为 G 上 尺 值 函 数 ， 一共 是 十 距 十 
… 十 骂 个 ,这些 函数 在 上 线性 无 关 , 而 GQ 上 所 有 K 值 函数 构 
成 KK 上 线性 空间 多, dimgz 一 1G|、 所 以 妊 十 … 十 骂 == | 人 |, 就 
是 说 G 上 任 一 及- 值 函 数 是 o 凶 的 -线性 组 合 , 所 以 叫 完备 性 定 
理 . 

* |4| 是 GG 的 阶 。 


常 天 示 理 论 中 的 另 一 个 基本 定理 ， 叫 做 正 交 性 定理 . 这 是 说 
不 可 约 表示 系数 函数 go 之 间 的 关系 . 对 9 上 民 - 值 函数 $n, 定 
义 它们 双 线 性 函数 (&, ”) -> (g)n(g '), 这 里 求 和 是 9g 跑 过 GG 


中 所 有 元 素 . 于 是 , 这 | 人 | 个 函数 a 名 在 这 双 线 性 下 是 互相 正 交 的 ， 
即 (@ 外 ,aQ 风 ) 一 0; 除非 6 二 ,b==u, 1 一 9. 

有 限 群 表示 的 这 三 个 基本 定理 ， 也 可 以 推广 到 紧 臻 连续 群 的 
表示 上 . 紧 致 连续 群 G 上 可 以 给 出 不 变 积 分 以 代替 求 和 如 于 是 


许多 有 限 群 常 表 示 的 一 些 性 质 可 以 推 过 来 

G) G 的 任 一 有 限 维 表 示 是 完全 可 约 的 一 -表示 的 完全 可 
约 性 

Gi) 设 (a(9)) (这 里 5EI 为 指标 集 ) 是 G 的 不 可 约 表示 
完全 组 , 则 有 

je Wa (gDag=0, 

除非 5 一 jb 一 以 1 一 0 一 一 这 就 是 正 交 性 

Gi) 画 数 4 二 fo 各 } 全 体 构成 8 上 连续 函数 的 均匀 完全 
组 , 即 G 上 每 -- 复 值 连 续 函 数 沁 及 每 一 s>0, 总 存在 记 ，s7E 4 
及 复数 m，…，aw 使 


710- 六 wj |<s, 对 gEQ. 


即 任 一 9 上 连续 函数 都 可 以 用 4 中 函数 的 线性 组 合 来 逼近 . 一 一 
这 就 是 完全 性 . 

当 G=R/2 时 , 关于 加 法 ， 它 是 交换 的 紧 致 连续 群 , 它 的 不 可 
约 表 示 都 是 一 维 的 形式 p,: G->0, p, (4 十 2Z) 一 ee 于 是 ， 按 上 述 
Gii) (这 称 为 彼得 (F. Peter)- 外 尔 定理 ),G 上 任 一 连续 函数 了 f( 即 
实数 域 上 上 任 一 周期 为 硅 的 连续 函数 ) 均 可 以 用 {e2" 牛 的 线性 组 合 
来 通 近 , 这 是 古典 的 调和 分析 ， 所 以 , 群 上 表示 的 讨论 也 包含 着 群 
上 约 调 和 和 分析。 局 部 紧 致 群 上 的 调和 人 分析， 是 当前 李 群 表示 论 中 
一 个 重要 方 回 ， 另 外 ， 紧 致 群 的 无 限 维 表示 ， 也 是 一 个 重要 方向 。 
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不 过 , 这 些 都 已 更 偏重 于 分 析 , 特别 是 泛 函 分 析 . 

在 有 限 群 的 常 表 示 理 论 中 ， 一 个 问题 是 怎么 能 做 出 不 可 约 表 
示 来 . 一 个 方法 是 从 商 群 的 不 可 约 表示 导出 来 , 设 入 <G， 于 是 有 
由 如 到 商 群 G/NVN 上 的 自然 同 态 o，G->G/N， 显 然 G/N 的 不 可 
约 表示 p: G/N->GD( 开 ) 都 可 以 得 出 G 的 不 可 约 表 示 pow; GQ-> 
G/N->GL,(K)， 辟 如 入 = [G, 拉 是 G 的 换 位 子 群 ,G/[G，G] 是 
有 限 交 换 群 , 它 的 所 有 不 可 约 表示 都 是 一 维 的 , 这 样 就 可 以 得 到 人 
的 所 有 一 维 不 可 约 表示 ， 另 一 个 办 法 是 对 已 知 的 不 可 约 表示 做 张 
量 积 , 然后 再 分 解 ， 另 外 ,还 有 一 个 极 重要 的 方法 是 做 诱导 , 再 分 
解 ， 所 谓 诱 导 , 就 是 从 G 的 子 群 瑟 的 一 个 表示 (五 - 模 歼 ) 做 出 一 
个 G- 模 来 , 记 作 Indg 现 , 称 为 攀 的 诱导 表示 , 这 个 G- 模 ind& 材 
有 这 样 的 性 质 ; 

(i) 存在 现 到 Ind%W 内 的 五 - 模 内 射 同 态 s: W->Ind%W; 

(ii) 对 任 一 从 配 到 G- 模 了 的 五 - 模 同 态 & 全 一 ,一定 存 
在 从 Ind&W 到 站 的 G- 模 同 态 忆 Ind& 了 机 -> 甩 , 使 Eos 一 上 即 同 态 
图 也 

W—>IndgW 

Evyar 
为 交换 图 ， 诱 导 Ind% 是 从 互 -模范 哮 到 G- 模 范畴 的 函 子 ， 它 的 
作用 很 大 , 对 李 群 与 代数 群 都 可 以 类 似 地 作 诱 导 函 子 。 


I0， 有 限 君 的 模 表示 理论 


时 在 本 世纪 初 , 每 尔 (I. Schur) 就 涉及 群 的 模 表 示 . 但 是 , 系 
统 地 持久 地 深入 研究 模 表 示 及 其 对 群 续 构 的 应 用 , 那 是 三 十 年 代 
从 布 劳 尔 开始 的 . 现在 已 经 成 为 研究 群 论 必 不 可 少 的 工具 ， 也 可 
说 已 经 成 为 一 个 分 支 . 所 谓 有 限 群 9 的 模 表 示 p:， GGL,(K)， 
是 指 基 域 K 的 特征 数 了 数 能 除 尽 G 的 阶 |G| 的 表示 p. 模 表示 的 
一 个 特点 , 是 不 一 定 完全 可 约 , 即 不 可 分 解 表 示 不 一 定 是 不 可 约 表 
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示 , 因此 , 在 考虑 表示 的 结构 时 , 除了 沽 虑 不 可 约 表示 之 外 , 还 要 考 
起 不 可 分 解 表 示 . 布 劳 尔 证 明了 一 个 基本 性 质 : 群 G 的 不 可 约 模 
表示 的 个 数 ( 等 价 的 算 相同 ) 等 于 p- 正 则 元 素 的 共 轿 类 数 . 这 里 ， 
2 是 表示 的 基 域 K 的 特征 数 . 所 谓 “p- 正 则 元 素 ”, 是 指 阶 数 不 被 
Pp 所 整除 的 元 素 。 所 以 ,不 可 约 的 模 表示 也 是 有 限 个 , 但 是 不 可 分 
解 的 模 表示 有 无 限 多 ， 情 况 要 复杂 得 多 .人 们 首先 挑 一 些 主要 的 
来 研究 . 把 G 的 正则 表示 的 直 和 分 解 中 所 出 现 的 不 可 分 解 表 示 
叫做 @G 的 主 不 可 分 解 表示 . 可 以 证 明 ， 主 不 可 分 解 表示 的 个 数 7 
恰好 等 于 不 可 约 表 示 的 个 数 ， 主 不 可 分 解 表示 p;: 人 6 二 1，…*, 7) 的 
合成 因子 (作为 G- 模 的 合成 列 的 合成 因子 ) 由 p; 所 唯一 决定 ， 阁 
其 中 不 可 约 表示 04C7 = 二 1，…，7) 出现 的 次 数 为 cy， 则 7 阶 方 阵 
(Ow) 称 为 群 G 的 嘉 当 (OQartan) 和 矩阵 , 它 当 然 与 2 有 关 . 这 个 矩阵 
反映 群 9 的 一 些 性 质 ， 也 是 模 表示 理论 中 研究 的 一 个 对 象 . 特别 
是 李 型 群 有 它 自 己 特定 的 内 部 结构 , 研究 李 型 群 的 嘉 当 和 矩阵 , 也 是 
很 多 人 感 兴趣 的 .我 国 数学 家 段 学 复 曾 用 群 的 模 表 示 理 论 来 探讨 
单 群 结构 , 作出 了 重要 贡献 . 


Il. 整 表 示 理 论 


如 何 作 出 群 G 的 模 表 示 来 ?通常 采取 这 样 一 个 办 法 : 对 @G 的 
一 个 不 可 约 的 常 表示 p， 取 一 个 与 p 等 价 的 、 系数 是 “ 整 的 表示 ， 
然后 把 这 个 表示 的 所 有 系数 “ 模 p”, 就 得 到 一 个 系数 在 特征 jp 的 
域 上 的 模 表 示 , 这 个 表示 不 一 定 不 可 约 . 不 可 约 错 表示 pi 主 不 可 
分 解 模 表示 pf 不 可 约 常 表示 cy 这 三 者 之 间 ， 有 一 个 比较 有 趣 的 
关系 ; (i) pi 与 pi 是 一 一 对 应 的 ; (i) pi 在 oj 中 出 现 的 重 数 正好 等 
于 在 pp 中 出 现 的 重 数 ， 

这 种 考虑 系数 在 整 域 上 的 表示 ， 叫 做 “ 整 表示 理论 ” 这 是 表 
示 理 论 中 一 个 重要 方向 , 它 涉及 表示 理论 的 许多 算术 性 质 , 也 可 看 

” 把 的 群 代数 乓 G 作为 G- 模 , 这样 所 得 的 表示 叫做 8 的 正则 表示 。 
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作 代 数 数论 的 推广 , 它 也 是 常 表示 论 与 模 表 示 论 之 间 的 一 个 桥梁 ， 


12. 代数 及 理论 进入 群 论 


设 工 为 环 ， 考 虚 群 G 的 系数 在 工 中 的 所 有 袁 示 ( 即 本 -自由 
的 大 G- 模 , 凡 同 构 即 看 作 是 相同 的 ), 以 直 和 作为 加 法 , 成 半 群 ; 由 
这 半 群 同 通常 办 法 作成 加 群 ar(G) (这 是 以 不 可 分 解 TG- 模 为 基 
的 自由 加 群 )、 在 gr(G) 中 ， 以 G 的 表示 的 张 量 积 为 乘法 ， 就 使 
ar(G) 成 为 一 个 环 . ar(G) 实 际 上 是 个 2Z- 代 数 , 把 它 的 系数 扩充 成 
0, 得 0- 代数 4r(G) ar(G) 9z0, 这 个 环 称 为 G 的 表示 环 或 格林 
(G. Green) 环 ， 它 实际 上 是 把 G 的 所 有 表示 ( 荆 上 ) 放 在 一 起 , 给 
以 一 个 代数 结构 ,用 以 整体 地 研究 G 的 表示 .研究 4r(G) 是 研究 
群 G 的 表示 的 一 个 重要 工具 ， 特 别 是 当 互 CG 时 研究 4r(G) 与 
4r( 也) 之 间 的 关系 . 

4r(G) 比较 大 , 也 较为 复杂 , 对 环 TG 可 以 相应 地 做 一 个 另外 
的 环 ; 在 以 不 可 分 解 TG- 模 为 基 的 自由 加 群 了 的 元 素 之 间 添 上 这 
样 一 些 关 系 ， 若 TG- 模 的 子 模 入, 商 模 了 /N 则 把 下 与 NW 昌 
了 H/N 等 同 起 来 ， 于 是 可 以 做 出 一 个 加 群 ， 记 作 玉 ,(TG). 了 中 
间 的 乘法 (由 模 的 张 量 积 所 引出 的 ) 也 引出 及 olTG) 的 乘法 ， 于 是 
Ko(TQ) 成 环 ， 称 为 (TG 的 )"“ 格 罗 森 狄 克 (A. Grothendieok) 群 ” 
(实际 上 是 环 )， 这 个 群 的 结构 也 能 反映 群 G 的 了 -表示 的 许多 性 
质 ， 这 是 KK- 理 论 中 第 0 个 群 。 KK。 是 环 范畴 到 交换 群 范畴 的 一 
个 孙子 . 还 有 Ki 消 子 、Ks 孙子 等 等 . 而 且 ， 这 些 kK, 之 闻 有 一 定 
的 关系 .研究 这 些 玉 ; 及 其 间 关系 的 学 科 ， 就 叫做 代数 K- 理 论 . 
它 原始 是 研究 拓扑 空间 上 的 纤维 从 而 得 来 的 . 

讨论 环 RR 上 的 典型 群 时 , 就 要 研究 Ki 群 ， 蕊 是 一 个 环 ,不 一 
定 交换 .GL,(R) 是 指 系 数 在 R 中 行列 式 为 RR 中 可 逆 元 的 所 有 
n 阶 方 阵 ， 它 是 一 个 和 群 ， 而 且 是 RR 上 的 一 般 线 性 群 。 令 ey(7) 
(天 站 为 对 角 线 上 全 为 1、(s， 站 位 置 上 为 YE BR、 其 他 位 置 全 为 


uy 


0 的 n 阶 方 阵 ， 又 令 如 (已 ) 为 由 eu(r) (i 尖 j，7E BR) 所 生成 的 
GI,(B) 的 子 群 。， 对 于 任意 %, 可 以 把 GL,(R) 看 作 GI,r(R) 的 子 


0 
群 ,只 要 把 9E GT,(B) 与 | 2 1 )E GLarr( 忆 对 等 起 来 即 可 ， 于 


是 有 
GD (B) CGL, (BR) Ceesoe 。 
同样 有 
Ei(R)CE BR)Ce , 


再 令 GL(R) = GL,(B), 它 是 个 群 , 因为 任意 两 个 元 素 可 乘 ,每 
个 元 素 有 道 元 ， 它 有 个 子 群 (CB) 一 有 (RB)， 怀 特 海 (J. 了 H. 


U. Whitehead) 证 明了 , (BR) 是 GL(BR) 的 正规 子 群 ,而 且 Ki1(BR) 
一 GL(R)/B(R) 是 一 个 交换 群 ， 称 为 “ 环 BR 的 KK; 群 ” 它 也 是 环 
范畴 到 交换 群 范 畴 的 函 子 , 是 近代 研究 典型 群 的 重要 工具 . 
由 上 知道 , 召 ( 有 BRB) 是 由 ey(7) GCC 关 7 ?EB) 所 生成 的 , 而 这 些 生 
成 元 又 满足 下 列 关 系 式 ， 
(i) ey(7)ew(s) 一 es(7 十 8), 其 中 5; 
(ii) ey(7)em(s)ey(r) em(s) =ew(7s), 其 中 éj 3, 互 不 
相同 ; 
(iii) ey(7)enw(s)eus(T) ez(s) 一 一 了 若 了 二 六 0 头 万 . 
我 们 知道 了 生成 元 和 给 定 的 它们 间 的 关系 式 ， 就 唯一 地 决定 一 个 
群 . 凡是 具有 这 些 关 系 式 的 群 , 都 是 它 的 同 态 像 ,这 叫做 群 的 表现 . 
于 是 , 令 符号 zy(7) (天 3, 7E BR) 生 成 一 个 满足 上 述 条 件 G)、(ii)、 
(ii) (以 zz 代 避 的 唯一 的 群 为 st(E), 称 为 “ 环 R 的 斯 坦 堡 群 ”. 于 
是 , 由 群 的 表现 的 性 质 , 存在 满 同 态 由 st(RBR) 一 加 (RB) 它 的 核 kerg 
称 为 “ 环 慷 的 KK， 群 ”, 记 作 下 a(R) 一 ker$p，st、 尺 ,都 是 函 子 . 奇 
怪 的 是 函 子 Ko、Ki、Ks 从 不 同 的 角度 做 出 来 ， 但 它们 间 有 联系 . 
还 可 以 对 任意 %* 定 义 群 KK,(《R)， 得 出 它们 间 的 关系 . 这 是 奎 伦 
(D.Quillen) 的 工作 , 他 获得 1978 年 的 菲 尔 兹 (J.0.Fields) 奖 ， 
18 


二 、 环 论 


大 家 知道 , 环 是 具有 两 个 运算 (加 与 乘 ) 的 一 个 代数 结构 有 B, 它 
满足 (i) 加 法 成 交换 群 ; Ga) 乘法 有 结合 律 ; (ii) 乘法 对 加 法 有 分 配 
人 律 . 通常 碰 到 的 环 , 一 般 总 假设 有 乘法 单位 元 素 , 记 作 1， 具有 乘 
法 交换 律 的 环 , 叫做 交换 环 ， 交换 环 的 标准 形象 , 是 整数 全 体 所 成 
的 整数 环 2 与 域 卫 上 一 个 不 定 元 的 多 项 式 全 体 了 了 [2].% 阶 方 阵 
全 体 是 非 交换 环 的 例子 ， 只 有 有 限 个 元 素 的 环 ， 叫 有 限 环 ， 标准 
的 例子 是 整数 模 色 所 得 的 环 2, 一 2/(m)， 当 % 一 p 为 素数 时 , 29 是 
含 2 个 元 素 的 有 限 域 ， 是 特征 数 为 2 的 最 小 的 域 . 所 有 有 限 域 都 
是 Zr 的 有 限 扩张 域 , 具有 和 个 元 素 . 这 种 域 也 叫做 伽 罗 瓦 域 .元 
素 个 数 相 同 的 有 限 域 都 同 构 ， 也 即 人 铅 罗 吏 域 由 它 的 元 素 个 数 所 唯 
一 确定 ， 有 时 也 就 记 作 GF(p"). 有限 域 本 身 的 理论 不 多 , 但 在 纺 
码 理 论 . 区 组 设计 ,组合 数 学 中 ， 非 常 有 用 . 上 面 提 到 的 这 些 有 限 
单 群 的 构 作 , 很 多 是 依赖 有 限 域 的 . 


|， 唯一 因子 分 解 整 堪 


古典 数论 实质 上 是 在 研究 整数 环 Z.Z 有 许多 基本 性 质 ， 首 
先 ， 它 是 交换 环 ， 其 次 ， 它 没有 非 零 零 因子 ( 即 若 a.6E2Z 且 4b 一 
0, 必 然 有 a=0 或 58=0). 这 样 的 环 叫做 整 瑾 ， 凡 是 整 域 ,都 可 
以 作 一 个 包含 如 的 最 小 域 ， 叫 做 六 的 商 域 、 汉 的 商 域 就 是 有 理 数 
全 体 所 成 的 域 一 -有 理 数 域 @.Z 还 有 一 个 非常 重要 的 基本 性 质 ， 
Z 中 有 唯一 因子 分 解 , 即 ; 任 一 非 零 整 数 % 都 可 以 唯一 地 表 成 素数 
的 乘积 w= 土 pipa…pr, 这 里 p4 都 是 素数 ,“ 唯 一 ”是 在 不 考虑 因子 
的 次 序 意义 下 的 . 有 了 它 ， 素 数 才 成 为 整数 环 2 在 乘法 意义 下 的 
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基石 ,每 个 非 零 整数 汪 可 写成 w- 土 IIz”w"， 乘 积 跑 过 所 有 素 数 


2，2p( 亿 是 非 针 整数 , 它 是 2 作为 因子 在 nw 中 出 现 的 次 数 . 如果 2 
除 不 尽 ” 则 vp(n) 一 0 同样 , 对 每 个 非 零 有 理 数 mw% 都 可 唯一 地 表 
成 n= + p”™™. 这 里 (四 可 以 是 任意 整数 ， 而 且 对 固定 m%， 几 


乎 所 有 2 使 wm) ==0. 于 是 , 对 固定 pp 给 出 了 映射 zp; Q' 一 >QG， 这 
是 从 非 零 有 理 数 记 成 乘法 群 到 加 法 群 2 上 的 同 态 . 它 还 满足 

py(a 0)>min(vs(8), vp(0)),， 对 20 一 4%. 
这 个 函数 z 就 称 为 “有 理 数 域 Q 的 一 个 指数 赋值 ”, 它 给 出 了 有 理 
数 在 Pp 这 一 点 上 的 局 部 特性 ， 也 就 是 表达 出 素数 jp 在 有 理 数 中 出 
现 的 重 数 . -一 个 有 理 数 ， 如 果 在 每 个 局 部 p 都 知道 它 的 指数 赋值 
的 话 , 那么 这 个 有 理 数 也 就 知道 了 ( 差 一 个 符号 ), 这 就 是 


二 十 1I pr?) 
卫 


这 里 是 局 部 全 体 决 定 整体 这 就 意味 着 ， 它 是 具有 唯一 因子 分 解 
的 整 域 . 
除了 2 以外， 还 有 许多 具有 唯一 因子 分 解 的 整 域 ， 例 如 ， 域 

上 多 项 式 环 了 [w%] .了 [x, y] (一 个 变量 或 多 个 变量 的 ) 等 。 怎样 的 
整 域 具有 唯一 因子 分 解 ? 一 个 重要 的 充分 条 件 是 每 两 个 元 素 都 存 
在 最 高 公 因 于, 这 种 整 域 叫 主 理想 整 域 ， 我 们 知道 , 如 果 整 环 中 有 
类 似 于 Z 中 的 带 余 式 除法 ( 欧 几 里 得 算法 )， 那 就 可 以 用 辊 转 相 除 
法 求 两 个 元 素 的 最 高 公 因子 ， 这 样 也 就 导致 唯一 因子 分 解 定理 的 
成 立 . 这 种 整 域 , 叫做 欧 几 里 得 整 域 , 2Z 与 了 了 [2] 都 是 欧 几 里 得 整 
域 ; 

Z[2] ={at+bélo EZ, 2=-1}, 

Z[V 3]={0tbV2 lo bE Z} 


也 都 是 欧 几 里 得 整 域 ， 人 们 感 兴趣 的 是 哪些 是 主 理想 整 域 而 不 是 
欧 几 里 得 整 域 , 哪些 是 有 唯一 因子 分 解 的 整 域 而 不 是 主 理想 整 域 ， 
哪些 是 不 是 唯一 因子 分 解 的 整 域 , 特别 是 就 数 的 整 域 而 言 . 
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2. 主 理 想 整 域 


代数 数 的 整 域 中 , 哪些 是 主 理想 整 域 ? 这 是 代数 数论 中 一 个 主 
要 问题 . 满足 首 项 为 工 而 其 他 系数 在 有 理 数 域 Q 中 的 多 项 式 的 
数 ， 叫 代数 数 ， 如 果 满 足 首 项 为 工 而 其 他 系数 在 马 中 的 多 项 式 的 
数 , 叫 代数 整数 ，@ 的 有 限 扩 域 中 每 个 元 素 都 是 代数 数 ， 玉 就 
称 为 代数 数 域 , 她 中 代数 整数 的 全 体 成 一 个 整 域 , 记 作 Oz, 它 就 是 
万 中 整 的 部 分 , 正 像 Z 在 @ 中 的 地 位 一 样 , Or 的 商 域 是 了 ,而 且 
还 是 整 闭 的 ( 即 ; 若 aE 也 , 旦 满足 首 项 为 工 而 其 他 系数 在 Or 中 , 则 
oC OF) 。 

主要 问题 是 哪些 代数 数 域 了 有 唯一 因子 分 解 ( 指 Or 有 唯一 
因子 分 解 )? 到 十 九 世 纪 四 十 年 代 才 明确 有 些 数 域 中 唯一 因子 分 解 
定理 不 一 定 成 立 , 这 个 问题 与 古典 的 费 尔 马 (P. 8. Ferma,1601~ 
1665) 大 定理 (or 十 =2， 当 wm>2 时 没有 非 零 整数 解 ) 有 关 ， 这 
里 有 个 故事 ，1847 年 3 月 工 昌 法国 科 学 院 的 会 议 上 ， 数 学 家 拉 梅 
(G. Lam6) 宣 称 解决 了 费 尔 马 大 问题 , 并 且 简 约 地 讲 了 证 明 . 这 当 
然 是 件 大 事 , 许多 数学 家 上 台 发 言 . 第 一 个 是 刘 维 尔 (J. Liouvill， 
1809~I882) ,他 没有 作 肯 定 的 讲话 , 但 是 指出 不 少 怀疑 之 处 , 其 中 
包括 唯一 因子 分 解 定理 的 应 用 ， 其 次 是 柯 西 (A. 工 . Oauohy,1789 
~ 1857) 上 人 台 讲 ， 他 相信 拉 梅 有 成 功 可 能 性 ， 并 说 1846 年 10 月 他 
有 报告 给 科学 院 , 他 有 一 个 想法 , 根据 这 个 想法 可 以 证 明 费 尔 马 问 
题 , 但 是 没有 时 间 来 完成 .这 次 会 议 之 后 , 拉 梅 与 柯 西 想 尽 办 法 弥 
补 刘 维尔 所 提出 的 一 些 疑 点 ， 然 后 宣称 他 们 已 有 办 法 对 复 整 数 进 
行 因子 分 解 , 而 且 在 所 做 的 例子 中 分 解 都 是 唯一 的 , 费 尔 马 问 题 的 
证 明 没 有 多 大 障碍 了 .，3 月 15 日 的 会 议 上 , 数学 家 闻 脱 效 尔 ( 了 . 
L. Wantzel) 宣称 已 经 能 证 明 某 些 整 域 的 唯一 因子 分 解 定理 ， 但 
是 , 实际 上 ,他 只 能 解 费 尔 马 问题 中 的 wm<4( 这 个 情况 以 前 已 经 解 
决 )， 对 于 n>4 的 情况 他 说 可 以 类 推 ， 显 然 是 不 对 的 。 儿 个 星期 
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后 , 拉 梅 与 柯 西 各 自在 科学 院 的 杂志 上 发 表 简 短 的 注释 , 只 是 很 模 
糊 与 不 完全 的 ， 难 以 令 人 信服. 后来, 5 月 24 日 刘 维 尔 接 到 德国 
数学 家 库 默 尔 (EE. 卫 . Kummer, 1810 ~1893) 来 信 ， 这 场 争论 才 
告终 ， 库 默 尔 指出 . 拉 梅 的 工作 中 隐 含 地 用 了 唯一 因子 分 解 定理 ， 
而 这 个 定理 在 一 般 整 域 中 是 不 一 定 成 立 的 ， 并 且 附 上 了 库 默 尔 在 
三 年 前 发 表 过 的 文章 ， 在 那里 已 经 指出 拉 梅 所 涉及 的 一 些 整 域 中 
唯一 因子 分 解 不 成 立 ， 最 后 ， 库 默 尔 还 说 唯一 因子 分 解 不 成 立 可 
以 用 “理想 复数 ”来 代替 , 这 概念 已 于 1846 年 发 表 在 柏林 科学 院 的 
杂志 上 .看 来 是 库 默 尔 第 一 个 用 “理想 ”代替 “ 数 ”， 来 研究 代数 数 
域 中 唯一 因子 分 解 问题 ， 环 及 中 的 子 加 群 TI， 如 果 对 任意 的 4€E 
1、ZE 忆 均 有 azE7T， 则 称 工 为 态 的 右 理想 ; 如果 对 任意 的 aE 了 
及 x2EBR 均 有 wa€T, 则 称 工 为 左 理想 ; 车 工 是 有 号 的 左 理想 , 又 是 
有 的 右 理 想 ， 则 称 了 为 有 的 双边 理想 ,或 就 称 为 理想 ， 对 交换 环 
来 讲 , 没有 左 . 右 理想 之 分 ,理想 在 环 中 的 地 位 , 就 像 正规 子 群 在 
群 中 的 地 位 .一 个 元 素 a 所 生成 的 理想 , 就 叫做 主 理想 , 记 作 (@). 
一 个 整 域 BR, 车 B 中 任 一 理想 都 是 主 理想 的 话 ， 就 称 为 主 理想 鸡 
域 ， 如 有 果 代 数 数 域 的 整 域 Or 是 主 理想 整 域 , 那么 Oz 中 任意 两 
个 元 素 @& 和 8 所 生成 的 理想 (c， 纪 是 主 理想 (ce)， 那 么 e 就 是 4 与 
b 的 最 大 公 因 子 ， 因 此 Or 有 了 唯一 因子 分 解 定 理 . 反之， 如 果 Or 
有 唯一 因子 分 解 定 理 , 它 一 定 是 主 理想 整 域 . 

从 库 默 尔 的 理论 可 得 ， 设 2 为 素数 ,2 为 2 次 单位 根 , 若 代 数 
数 域 环 =Q(5) 的 整 域 Or 是 主 理想 整 域 , 那么 不 定 方程 2 十 ?==g? 
没有 非 零 的 整数 解 . 这 仅 是 部 分 地 解决 了 费 尔 马 问 题 ， 


3. 戴 乱 金 整 域 


在 库 默 尔 之 后 ， 戴 德 金 (J. W. R. Dedelkind, 1831 ~1916) 
发 展 了 理想 的 理论 。 在 Or 中 虽然 不 一 定 有 唯一 因子 分 解 , 但 是 理 
起 的 集合 可 以 有 唯一 因子 分 解 . 当然 , 首先 要 在 环 R 的 理想 之 间 
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定义 乘法 : 若 .0 为 妨 中 的 两 理想 , 则 定义 .oy- ~ Znbo 这 是 


BR 的 理想 , 如 果 . 风 十 允 =-4 它 就 等 于 .on 允 不 能 分 解 ( 分 解 时 内 
子 不 等 于 自己 ) 的 理想 称 为 素 理 想 . 于 是 , 就 可 以 证 明 , 在 代数 数 域 
了 的 整 域 Or 中 ， 每 一 个 理想 都 可 以 唯一 地 (不 管 因 子 的 次 序 ) 分 
解 成 素 理想 的 乘积 .如 果 Or 是 主 理想 整 域 , 任 一 理想 都 是 由 一 个 
元 素 所 生成 , 任 一 素 理想 都 是 一 个 素 元 素 所 生成 , 于 是 也 就 得 出 了 
Os 的 唯一 因子 分 解 . 如 果 我 们 形式 地 定义 分 式 理想 , 对 每 一 北 理 
想 乡 规定 有 符号 多 一 ， 每 个 分 式 理想 .sg 可 以 唯一 地 表 成 .% = 
PPD， 其 中 扩 ，F,…, 儿 为 不 同 的 素 理想 , v,.E2 可 正 
可 负 . 于 是 分 式 理 想 的 全 体 关 于 屏 法 成 群 。 每 一 0 天 mE€ 生成 
一 个 主 分 式 理想 (@) J 多 ”? 中 ,其 中 vy 是 从 一 了 /{0} 到 加 的 


映射 ， 它 具有 前 面 提 到 过 的 vp 的 性 质 ， 于 是 ， 主 分 式 理想 的 全 体 
在 分 式 理想 所 成 群 多 中 成 子 群 .9, 商 群 是 个 有 限 交 换 群 , 记 作 .2 
一 多 /.9 , 称 为 加 的 (理想 ) 类 群 , 它 的 阶 关 = | .党 | 称 为 类 数 . 类 数 刀 
与 类 群 2 的 结构 是 代数 数 域 万 的 极 重 要 的 不 变量 ， 它 衡量 着 万 
距 具 唯一 因子 分 解 有 多 远 , 畴 = 工 就 是 到 具 唯 一 因子 分 解 . 代数 数 
论 的 一 个 重要 课题 是 对 各 种 矿 分 析 与 计算 h. 一 百 多 年 来 ,对 
二 次 域 =Q@(~’G)( 其 中 4 为 整数 同 余 0 或 1) 研 究 得 较 多 ， 当 
d>0 时 (FF 为 实 域 ), Or 是 网 氏 整 域 人 (从 而 及 =1) 的 有 117 个， 即 
d=5, 8, 12, 13, 17, 21, 24, 28, 29, 33, 37, 41, 和 4, B67, 73,76, 
97， 但 是 9>>0.h=1 而 不 是 欧 氏 整 域 的 有 无 限 多 个 ， 最 小 的 一 个 
是 路 .而 4<0、h=1 的 了 =Q@(M da) 只 有 九 个 ,它们 是 一 3, 一 4 
一 97， 一 8， 一 J， 一 19， 一 48,， 一 67, 一 169， 这 还 是 近年 来 比较 突 
出 的 结果 .1934 年 海尔 布朗 ( 互 . A,， Heilbronn) 与 林 福 特 (E. H. 
Linfoot) 证 散 了 这 九 个 二 次 域 具有 =1， 同 时 证 明了 另外 最 多 只 有 
一 个 虚 二 次 域 ， 而 且 它 的 @& 绝对 值 大 于 5.10?， 五 十 年 后 的 今天 ， 
员 克 尔 (A. Baker) 证 明了 这 唯一 可 能 的 一 个 也 不 存在 ， 喉 克 尔 还 


#) ”具有 带 余 式 除法 的 整 域 叫 欧 氏 整 域 . 
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确定 了 d<<0、 有 =2 的 所 有 情形 .对 于 三 次 数 域 的 类 数 ， 直至 现在 
知道 得 还 不 很 多 , 一 般 的 情况 知道 得 更 少 有 著名 的 西 格 尔 (Q. 工 . 
Siegel) 定 理 ， 说 明 类 数 及 判别 式 dd 控制 数 (CRegutator) 刀 这 三 考 
当 趋 向 无 限 大 时 的 关系 。 

那么 , 怎么 样 的 环 才 有 理想 的 唯一 因子 分 解 ? 即 上 述 的 环 On 
的 哪些 特性 才 使 它 有 理想 的 唯一 分 解 ? 主要 是 三 个 ; 

(i) Or 是 在 它 的 商 域 了 中 整 闭 的 , 即 中 关于 Or 整 的 元 素 
都 在 Or 中 ; 

Ga) Oz 中 素 理想 都 是 极 大 理想 ,所谓 极 大 理想 .x 是 指 Or 中 
只 有 Or 自己 是 真 包含 (不 等 于 ).og 的 理想 ， 容 易 证 明 极 大 理想 一 
定 是 素 理想 ; 

4iii) Oz 中 的 理想 满足 极 大 条 件 ， 即 若 . 吧 E.o2E… 为 Or 中 
一 个 上 升 链 序列 , 那么 一 定 存在 %, 使 得 4 一 .944rz 对 所 有 jn 成 
YY. : 

带 有 理想 极 大 条 件 的 环 , 叫 诺 特 环 .， 这 种 素 理 想 都 极 大 , 而 且 
在 商 域 中 整 闵 的 诺 特 整 域 就 叫做 戴 德 金 整 域 ， 在 戴 德 金 整 域 中 就 
可 以 有 理想 的 唯一 因子 分 解 定 理 ， 上述 Or 是 戴 德 金 整 域 . 一 个 变 
量 的 代数 函数 域 在 代数 曲线 理论 中 是 主要 讨论 的 对 象 ， 它 的 整 域 
部 分 也 是 戴 德 金 整 域 。 


4. 湛 特 整 域 


满足 理想 的 极 大 条 件 的 环 ， 叫 诺 特 环 ， 满足 理想 的 极 大 条 件 
的 整 域 叫 诺 特 整 域 。 有些 诺 特 整 域 中 没有 理想 的 唯一 因子 分 解 定 
理 , 最 基本 的 例子 是 多 个 变量 的 多 项 式 环 ， 在 代数 几何 的 理论 中 ， 
经 常 出 现 诺 特 整 域 ， 这 是 因为 二 十 年 代 德 国 女 数学 家 诺 特 系统 地 
研究 了 这 一 类 整 域 以 及 它们 与 代数 几何 的 关系 才 得 名 的 . 在 一 般 
诺 特 整 域 中 , 理想 的 唯一 因子 分 解 不 成 立 , 主要 原因 之 一 是 素 理想 
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不 一 定 极 大 . 例如 两 个 变量 的 多 项 式 环 了 [wi, zs] 中 (了 为 域 ) 有 
理想 序列 (0) 一 《21) 一 (ci wa) =£ [xd wa], 这 里 (az， “0 Cn) 表示 由 
元 素 cl， …，an 所 生成 的 理想 .由 于 了 术 [wi, za 是 整 域 ,所 以 (0) 是 
素 理想 ， (oo 是 所 有 有 必 为 因子 的 二 变量 多 项 式 ， 当 然 是 素 理想 ， 
且 不 等 子 FY[wi, va], 所 以 素 理想 (0) 不 是 极 大 理想 .一般 地 ， 如 果 
在 诺 特 整 域 中 有 最 长 可 能 的 素 理 想 序 列 GCC…C2a， 
则 称 %w 为 五 的 维 数 . 这 个 概念 正好 与 鼠 所 表 的 几何 形象 的 维 数 
概念 一 致 ， 戴 德 金 整 域 的 维 数 为 1( 素 理想 都 极 大 ). 

一 般 诺 特 整 域 没有 关于 素 理 想 的 唯一 因子 分 解 定理 ， 但 是 可 
以 有 某 种 形式 的 唯一 分 解 , 这 是 诺 特 的 功绩 , 她 奠定 了 代数 几何 学 
的 代数 基础 ， 交换 环 及 中 的 理想 9 天 及 ,如 果 对 x.y€ BR, x*yEg， 
总 可 得 或 ECE9 或 办 Ea( 对 某 mw>0)， 则 称 4 为 有 BR 中 的 准 素 理想 . 
显然 , 素 理 想 是 准 素 理 想 ,但 反之 不 必然 ， 辟 如 ， 在 2 中 一 个 素数 
的 突 p" 所 生成 的 理想 (wp") 一 (2) "是 准 素 的 , 但 不 是 素 理 想 . 但 是 ， 
准 素 理想 9 可 以 唯一 决定 一 个 包含 它 的 最 小 素 理 想 乡 一 r(g). 于 
是 ,有 22SoEG9 对 某 个 内， 诺 特 整 域 的 分 解 定理 是 ， 在 诺 特 整 


域 刁 中 , 任 一 理想 .都 是 有 限 个 准 素 理想 的 交 .一 太 gi 其 中 


为 准 素 理想 , 而且, 可 以 做 到 

(i) 素 理想 级 一 7 (gq0) ,5 一 1,…, m 都 不 相同 (如 果 鹏 = 鹃 ， 
则 g=gqi gs 也 准 素 ， 而且 7(q) 二 7(q1) 一 "(gs), 于 是 可 以 用 9 代 
替 qQ1 \ qa). 

(ii) gs 太 [ gr(1<6>n), 否则 把 这 个 % 去 掉 就 是 ， 而 且 素 理 


想 殉 ， 鹏 , …, 用 由 . 史 所 唯一 确定 . 这 样 ， 任 一 理想 就 对 应 一 
组 素 理想 { 肪 ，…， 纪 让 - 
当 诺 特 整 域 是 戴 德 金 时 ， 即 素 理 想 都 极 大 ， 而 且 在 商 域 中 整 
闭 ,那么 诺 特 的 这 一 套 理论 可 以 推出 理想 的 唯一 因子 分 解 , 所 以 这 
也 蚌 戴 德 金 理论 的 推广 。 它们 在 代数 几何 中 ， 作 为 主要 的 代数 工 
其 出 现 . 
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5， 代数 几何 与 交换 代 救 


代数 几何 与 交换 代数 ， 简 直 是 难 分 难 解 .代数 几何 研究 的 对 
象 是 代数 流 形 . 设 了 五 是 域 ， 集 合 PF" 一 {wi,，…，%n) [ziE 了 } 称 为 
上 %% 维 仿 射 空间 ， 满足 若干 个 %% 变 量 的 多 项 式 fi( 耻 1,…， 三 
EFLX:, …, ,| (6 一 1,，…， mm) 的 点 t= (v1, …， xn) A" 的 全 
体 所 成 的 集合 Vs,pm 一 和 (v1 5) EP?|fi(fi, ,0n) 一 0, 6= 
1 …, mm}, 称 为 卫 上 的 一 个 代数 流 形 ， 设 多 项 式 放 ,，…', fn 在 多 
项 式 环卫 [ 革 1,…，, 了 邓 ,] 中 所 生成 的 理想 为 ,那么 六 ;,…,s 中 任 
一 点 能 满足 .x 中 任 一 多 项 式 , 事实 上 , 因 .={gfit… 十 gnfrl 9 
EPFL 所 以 有 

Vas = {V1 0, Dn) EP 
Le， 21) 一 0, 对 任 一 1 € .9%}; 
反之 ,了 [1,…，, 了 中 任 一 理想 .x 都 是 有 限 生 成 的 ，.% = (有 i， 
…,f,), 于 是 , 满足 .x 中 所 有 多 项 式 的 点 的 全 体 矿 < 就 是 三 ?zs 
如 果 先 有 代数 流 形 玉 = 六 <， 考虑 所 有 被 六 中 任 - 一 点 都 能 满足 的 
多 项 式 全 体 T(V)={fEF[X1, …, 芒 ,|f(2) 一 0, 对 w= (21,…， 
ww)EV}, 显然 T(D) 为 了 [1 …, 证 中 的 一 个 理想 , 且 TC(V wy) 
忆 .%，。 如 果 五 是 代数 闭 域 ， 那 么 著名 的 希 尔 伯 特 零 点 定理 说 ， 
I(V x)={fEF[XI, 了 由 | 户 E.o2 对 某 个 对 .一般 地 说 ， 不 
同 的 理想 .wa .wz。 可 以 决定 相同 的 代数 流 形 六 x 二 六 xy, 但是， 如 
果 .oa oza 都 有 如 下 性 质 ; TCF 一 .4,T(V x,) 一 .Ya， 这 样 不 同 
的 .941 与 .ws 就 不 能 决定 相同 的 代数 流 形 .满足 TI(V .wx) .YY 的 理 
想 , 称 为 根 理想 . 所以, 在 了 了 为 代数 闭 域 的 情况 下 ,了 了 [ 卫 1,…, 了 Y,] 
的 简约 理想 与 如 中 的 代数 流 形 一 一 对 应 . 这 是 几何 形象 的 代数 化 
的 第 一 步 。 在 这 个 对 应 VV 一 T(V) 下 ,代数 流 形 的 “ 联 就 对 应 理想 
的 “ 乘 ” 代数 流 形 的 “ 交 ” 对 应 理想 的 “和 ”, 大 小 关系 在 对 应 下 反 过 
来 , 素 理想 对 应 不 可 约 流 形 。 所 谓 不 可 约 流 形 , 是 指 这 样 的 代数 流 
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形 六 ， 它 不 能 是 两 个 真子 流 形 的 联 ， 不 可 约 流 形 是 代数 儿 何 研究 
的 基本 对 象 ， 这 是 把 诺 特 环 的 理想 的 准 素 分 解 定理 翻译 作 代数 流 
形 的 语言 而 得 到 的 : 任 一 代数 流 形 六 可 以 唯一 地 表示 成 不 可 约 流 
形 六， 的 并 下 = UVaU… UVwmw， 其 中 任何 一 个 六 ,都 
不 包含 其 他 的 . / 

设 六 为 代数 流 形 , 多项式 fE 了 [1,…, 了 ,] 就 决定 玉 上 的 
函数 了 (fF(w) 一 f(z), 对 zwEV), 称 为 六 上 多 项 式 函 数 . 不 同 的 多 项 
式 了 、 9 有 可 能 确定 同一 六 上 函数 fg， 显然 , 当 且 仅 当 

一 9 € I(V) 
时 才 有 子 = 7， 因 此， 到 上 多 项 式 函 数 的 全 体 为 
FI¥1, .…, RH]/I(V), 
这 是 个 诺 特 环 , 称 为 “代数 流 形 的 仿 射 坐标 环 ”, 记 作 4C(V), 当 且 
仅 当 六 是 不 可 约 时 , 4(7 ) 是 诺 特 整 域 . 

在 几何 中 , 研究 局 部 性 质 占 着 很 重要 的 位 置 ， 反映 在 代数 里 ， 
是 对 局 部 环 的 研究 ， 一 个 交换 环 RR， 如 果 它 的 非 单 位 元 素 的 全 体 
m 成 理想 的 话 , 就 称 及 为 局 部 环 ， 这 时 ,m 是 六 的 唯一 极 大 理想 ， 
R/m 是 域 .反之 ,如果 有 R 是 具 唯 一 极 大 理想 的 交换 环 , 则 及 为 局 
部 环 . 分 母 不 能 被 素 教 (固定 ) 整 除 的 有 理 数 全 体 是 一 个 局 部 环 ; 


分 母 不 在 4€ 0 处 取 零 值 的 有 理 函 数 汪 六 名 E C(z) 全 体 也 是 一 个 


局 部 环 ， 设 及 是 整 域 ,了 是 它 的 商 域 , 乡 是 中 中 素 理 想 , 于 是 
b | 
Rs -| bER, a¢ | 

是 一 个 局 部 环 . 对 于 代数 流 形 六 来 说 ， 仿 射 坐 标 环 4(V) 的 素 
理想 9 代表 三 的 闭 子 流 形 , 极 大 理想 人 代表 站 的 点 Pn， 于 是 局 
部 环 4(V )sz 代表 子 流 形 附 近 的 性 质 ，4(7)。 代表 点 Pm 处 的 性 
质 . 

代数 几何 与 交换 代数 关系 非常 密切 , 内 容 很 丰富 , 是 当今 数学 
发 展 中 最 重要 方向 之 一 ， 
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6， 非 交换 代数 发 展 简 册 


上 面谈 的 , 都 是 交换 环 的 内 容 . 非 交换 的 环 , 是 不 一 定 满足 飞 
法 交换 律 的 环 . 环 的 理论 是 从 代数 发 展 过 来 的 。 所谓 4 是 域 吾 
上 的 代数 (也 称 4 是 了 -代数 ), 是 指 : 

(i) 4 是 环 ; 

(G) 和 4 是 了 上 线性 空间 ; 

(iii) a(geh) = (oo):0=g. (ab), 对 mE 了 ,a.bE€ 4A 成立. 

代数 是 数 的 扩充 发 展 过 来 的 . 是 英国 数学 家 哈密 顿 (W. R. 
了 amilton，1805~ 1865) 第 一 个 于 1837 年 把 复数 考虑 作为 实数 对 
及 它们 的 代数 运算 , 即 把 复数 域 4 看 作 是 实数 域 及 上 的 二 维 代数 
《这 里 ， 维 数 是 指 作 为 域 上 线性 空间 的 维 数 )、 他 研究 了 实数 对 的 
域 的 运算 性 质 ， 然 后 ， 他 研究 三 维 向 量 空间 的 乘法 运算 是 否 有 类 
似 的 域 结构 ， 这 当然 失败 了 ， 然 后 ,转向 研究 四 维 的 实 线 性 空间 ， 
1843 年 10 月 16 日 ,他 发 现 了 四 元 数 代 数 ， 这 是 个 不 交换 的 除 环 ， 
是 人 们 知道 的 第 一 个 有 限 维 实 可 除 代 数 . 后 来 ， 弗 罗 贝 尼 乌 斯 证 
明了 它 也 是 除 及 与 0 外 的 唯一 的 一 个 有 限 维 实 可 除 代数 ”. 其实， 
上 儿 乎 与 哈密 顿 同时 ， 格 拉 斯 昌 ( 五 . G. Grasdqaman，1809 一 1877) 也 
考虑 了 组 性 空间 中 的 乘法 , 讨论 了 代数 性 质 ， 他 写 了 一 本 书 , 非常 
长 的 书 名 ， 也 非常 难 懂 ,， 没有 多 少 人 注意 他 的 工作 。 一 直到 1878 
年 , 克利 福 德 (W. 全 . Qlifford) 的 文章 发 表 了 ， 人 们 才 认 识 它 的 重 
要 .现在 , 人们 叫 它 为 格拉 斯 曼 代 数 与 克利 福 德 代 数 .相反 , 哈密 顿 
的 思想 广泛 传播 , 引起 许多 人 的 兴趣 , 特别 1849 年 德 摩 根 (A. De 
Morgan，1806 玉 1871) 给 出 了 代数 的 初步 定义 ，1854 年 凯 莱 (人 A。 
Uayley, 1821 ~1895) 的 论文 中 给 出 了 抽象 群 的 定义 , 还 研究 了 群 
元 素 的 线性 组 合 所 成 的 集 台 ， 也 即 群 代 数 . 1870 年 皮尔 斯 (B. 
Pierce) 在 一 篇 达 100 页 的 论文 中 , 系统 研究 了 线性 结合 代数 ， 在 

*) ”可 除 代 数 是 指 代 数 , 同时 任 一 非 零 元 素 有 对 法 遂 元 ; 也 可 叫 除 环 。 
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扼 里 ， 他 引进 了 等 等 元 素 ( 即 满足 =。 的 元 素 ) 的 概念 及 皮尔 期 
分 解 : 代数 4 中 车 有 办 等 元 素 e( 关 0， 关 1), 则 4 可 以 分 解 成 右 理 
想 的 直 和 4=e4@(1 一 e)4; 若 e 是 中 心 的 ( 即 e€2(4), 4 的 中 
心 )， 则 这 是 双边 理想 的 直 和 .皮尔 斯 还 引进 了 吞 零 元 素 ( 即 对 茶 
%, 满足 2"=0 的 元 素 ) 的 概念 ， 


7. 代数 的 结构 


二 十 世纪 初 , 魏 德 伯 恩 (J. 旦 . M. Wedderburn) 集 大 成 ,在 引 
进 代 数 的 根 的 概念 后 , 给 出 了 代数 结构 的 三 个 基本 定理 . 
由 带 算 子 群 的 若 当 - 霍 尔 德 定理 很 容易 证 明 : 车 代数 4 有 碳 
理想 及 双边 理想 的 直 和 分 解 
.4 一 DT:…I,, 其 中 工 为 4 的 极 小 石 理想 ， (1) 
=/®J:…J ,其 中 为 4 的 极 小 双边 理想 ， (2) 
那么 , 这 样 的 分 解 是 唯一 的 (不 管 直 和 项 的 次 序 ， 且 在 同 构 的 意义 
下 ). 极 小 双边 理想 也 叫 单 理想 .所 谓 单 环 , 是 指 除 本 身 与 {0} 外 没 
有 其 他 理想 的 环 . 
什么 时 修一 个 代数 4 可 以 有 上 上述 的 分 解 ? 一 个 显然 的 事实 
是 , 如果 对 4 的 任 一 右 理想 工 总 有 右 理想 二 ( 称 为 工 的 补 ) 使 4 
一 了 所 7 ,那么 4 就 有 如 (1 的 唯一 分 解 ; 对 (2) 的 分 解 也 是 一 样 .这 
样 的 代数 4, 称 为 半 单 代数 . 于 是 , 半 单 代数 是 有 限 个 单 代数 的 直 
和 和、 和 殊 德 伯 恩 对 半 单 代数 有 个 内 在 的 刻 划 ， 他 给 出 了 代数 的 根 的 
概念 ， 所 谓 代 数 4 的 根 ， 是 4 中 最 大 的 寡 零 理想 鼠 ( 宪 零 是 指 有 
n, 使 "= {0}). 于 是 , 魏 德 伯 恩 的 第 一 定理 是 :4 为 半 单 代数 当 
且 仅 当 4 的 根 召 = {0}. 这 时 , .4 为 单 代数 的 直 和 .一 般 地 , 4/ 有 B 
为 半 单 代数 , 从 而 4/ 有 B 是 单 代 数 的 直 和 |. : 
魏 德 伯 因 的 第 三 定理 是 ; 任 一 代数 闭 域 也 上 的 代数 4 内 有 六 
单 的 子 代数 4, 使 4= EA', 这 里 直 和 是 作为 了 上 线性 空间 的 
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家 和 .可 惜 不 是 理想 的 直 和 , 否则 4 的 结构 要 简单 得 多 了 . 由 这 
个 定理 可 知 , 一 般 代数 的 结构 问题 可 归结 为 三 部 份 ; (i) B 的 结构 ， 
这 是 里 零 代 数 ; (ii) 4' 的 结构 , 这 可 归结 为 单 代数 的 结构 ; 《证 ) 4 
以 召 的 扩张 , 这 个 分 类 也 是 很 困难 的 . 

魏 德 伯 恩 的 第 二 定理 是 关于 单 代数 的 结构 ， 令 居 ,(R) 表 示 系 
数 在 环 及 中 的 所 有 %% 阶 方 阵 全 体 所 成 的 环 ， 容 易 证 明 , 者 R 是 除 
环 (每 个 非 零 元 素 都 有 道 元 的 环 ) 的 话 , 则 欢 妃 ) 是 单 环 ; 若 全 是 
可 除 4Z- 人 代数, 则 对 ,(D) 是 单 -代数 ， 


8. 布 劳 尔 群 


魏 德 伯 恩 第 二 定理 说 , 任 一 单 了 -代数 4 都 是 吐 ,(D) 形 式 , 即 
存在 % 与 可 除了 8 了 ~ 代数 D, 使 4 衬 叶 ,(D), 而 且 m 与 也 都 由 和 4 所 
唯一 确定 .这 个 定理 把 单 代数 的 结构 归结 为 可 除 代数 的 结 均 ， 特 
别 是 那些 中 心 为 的 单 了 -代数 , 称 为 中 心音 代数 , 相应 的 可 除 代 
数 为 中 心 可 除 代数 ， 中 心 单 代 数 除 了 w 外 由 中 心 可 除 代数 所 唯一 
确定 .因此 ， 对 中 心 单 代 数 的 研究 也 就 归结 为 对 中 心 可 除 代 数 的 
研究 ， 设 中 心 可 除 代数 Ds 与 Ds 的 张 量 积 . DiC@9rDs 实 秽 ,(Ds) ,Ds 
也 是 中 心 可 除 代数 , 如 果 我 们 把 Ds 定义 作为 Di 与 Ds 的 乘积 , 那 
么 布 劳 尔 证 明了 ， 所 有 如上 的 中 心 可 除 代数 记 成 的 集合 B(F) 在 
上 述 乘法 意义 下 构成 一 个 群 (叫做 了 的 布 劳 尔 群 )， 仅 依赖 于 了. 
例如 B(0)=={e}，B(BB) 是 二 阶 群 .对 局 部 域 了 的 布 劳 尔 群 
B(Ff)， 有 一 个 很 有 趣 的 结果 ，B( 了 ) 尘 @/2Z( 作 为 加 法 群 )， 它 是 
个 无 限 交 换 群 ,但 每 个 元 素 都 是 有 限 阶 的 ( 称 为 找 群 )， 其 实 , 任意 
域 了 的 布 劳 尔 群 者 是 交换 找 群 。 当 了 是 代数 数 域 时 BC(F) 可 以 
是 无 限 多 个 @@/2 的 直 和 的 子 群 。 布 劳 尔 群 的 理论 非常 深入 与 广 
泛 , 它 涉及 可 除 代 数 的 分 类 、 可 除 代数 的 人 铅 罗 瓦 理论 、 代 数 的 算术 
理论 、 伽 罗 瓦 上 同调 、 以 及 类 域 论 等 等 ， 
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9， 环 的 结构 理论 


上 面 所 指 的 代数 , 是 域 允 上 的 有 限 维 线性 空间 , 于 是 ,有 魏 德 
伯 恩 结构 定理 .对 一 般 环 , 它 的 结构 应 如 何 ? 是 否 能 有 魏 德 信 恩 那 
样 的 结构 定理 ? 几 十 年 来 环 论 基本 上 是 沿 着 这 条 线 来 发 展 的 ， 三 
十 年 代 ， 阿 廷 (EE. Artin) 用 环 的 极 小 条 件 *» 来 代 奉 代数 的 有 限 维 
条 件 ， 现 在 把 这 种 对 右 ( 左 ) 理 想 满足 极 小 条 件 的 环 叫做 阿 廷 环 ， 
在 阿 廷 环 4 中 ， 最 大 的 军 零 右 ( 左 ) 理 想 R(A) 也 是 最 大 罕 零 双边 
理想 , 称 为 4 的 根 ， 对 阿 延 环 4, 下 述 基 本 性 质 还 是 成 立 的 : 4 的 
任 一 右 理 想 工 都 有 补 右 理想 J 了 (4 一 TJ) 当 上 且 仅 当 根 ***R=0. 这 
种 环 就 叫 半 单 阿 廷 环 . 于 是 ,有 阿 廷 环 的 结构 定理 ; (i) 任 一 半 单 环 
是 单 环 的 直 和 ; (ii) 任 一 单 环 4 实 钢 ,(D), 其 中 了 D 为 除 环 , 而 且 %n 
与 必 由 4 所 唯一 确定 . 任意 一 个 阿 廷 环 4, 4A/RC4) 是 半 单 的 , 从 
而 是 单 环 的 直 和 , 是 一 些 除 环 上 的 全 和 抢 阵 环 的 直 和 ， 所 以 , 一 般 阿 
鞍 环 的 结构 问题 最 终归 结 为 宕 零 环 ( 根 ) 与 除 环 的 结构 ， 当 然 还 有 
一 个 环 扩 张 的 问题 , 这 是 阿 廷 的 理论 , 它 扩 充 了 魏 德 伯 因 的 结果 . 
四 十 年 代 时 ， 贾 柯 勃 进 (N. Jacobson) 更 进一步 推广 了 阿 廷 的 
结果 , 把 有 限 性 条 件 ( 极 小 条 件 ) 去 掉 了 , 用 本 原 环 的 条 件 来 代替 单 
环 ， 容 易 知 道 , 单 环 的 非 零 同 态 总 是 同 构 ( 可 以 不 是 满 的 ) , 因 焉 单 
环 忆 的 不 可 纳 及 模 X 总 是 “忠实 的 ”( 即 4m 一 0，wER，m 为 
WY 中 任意 元 素 ， 则 w=0)， 就 把 这 个 作为 本 原 环 的 定义 ， 若 环 只 
有 一 个 不 可 约 的 忠实 BR- 模 ， 则 称 BR 为 本 原 环 ， 若 忆 的 理想 I 使 
环 R/T 为 本 原 环 ， 则 称 了 为 BR 的 本 原理 想 ， 就 是 说 , BR 到 本 原 环 
*#*) 如果 环 瑟 的 任 一 右 ( 左 ) 理 想 链 了 1 忆 12 汪 …, 一 定 存在 加 , 使 当 2 > 时 有 也 
一 J 了,+1， 则 称 请 满足 右 ( 左 ) 理 想 的 极 小 条 件 . 极 小 条 件 比 极 大 条 件 更 强 些 ， 从 极 小 条 
件 可 以 推出 极 大 条 件 ,这 是 稚 普 金 (Q. 互 opkins) 的 结果 ， 当 然 这 里 所 论 及 的 环 都 是 带 
1 A 和， 


*#) ”了 网 廷 环 4 的 根 B(4) 是 指 4 的 最 大 之 零 右 ( 左 ) 理 想 ， 也 是 最 大 等 零 理想 ， 
由 极 小 条 件 , 它 一 定 存 在 。 
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上 的 满 同 态 的 核 就 是 本 原理 想 。， 责 柯 过 进 把 所 有 本 原理 想 Te (a 
E 9) 的 交 , J(R) = 门 I。, 称 为 根 ， 现 在 叫 页 柯 寺 撑 根 ， 页 柯 亏 逊 


根 了 (R) =0 的 环 R 叫 页 柯 折 名 半 单 环 或 半 本 原 环 ， 于 是 ， 一 个 
显然 的 结果 是 /J (RR) 是 半 本 原 环 . 根据 环 的 一 般 理 论 , 任 一 环 只 
中 的 任 一 组 理想 J。(a€ 9), 总 有 R/ 门 Ts 衬 卫 R/Ts， 这 里 右边 是 


R/T 的 亚 直 和 和, 即 全 直 和 IIR/Te 的 子 环 , 它 到 每 个 BR/Is。 上 的 射 
影 是 满 的 ， 这 不 是 一 个 确定 的 符号 , 这 里 姑且 用 之 ， 在 我 们 这 里 ， 
RB/Is 是 本 原 环 , 于 是 就 得 到 定理 RB 为 半 本 原 环 当 且 仅 当 忆 是 本 
原 环 的 亚 直 和 . 这 就 推广 了 阿 廷 半 单 环 的 结构 定理 , 结论 稍 不 如 人 
意 , 因为 亚 直 和 不 是 唯一 的 ， 那 么 , 本 原 环 的 结构 如 何 ? 哪些 是 本 
原 环 ? 对 于 阿 廷 环 来 说 , 单 环 与 本 原 环 是 一 致 的 ， 对 没有 极 小 条 件 
的 环 来 说 , 就 不 一 样 了 .例如 , 除 环 D 上 的 无 限 维 左 线性 空间 履 
中 ， 线 性 变换 g 的 秩 mm 是 指 dimopp (CM)， 那 么 好 的 所 有 有 限 秩 
线性 变换 全 体 有 R 是 本 原 环 (因为 M 本 身 就 是 及 的 忠实 不 可 约 
模 ), 由 此 得 在 线性 变换 全 体 所 成 的 环 BndpM 中 ， 只 要 是 含 呈 的 
EndpM 的 子 环 , 都 是 本 原 环 ， 所 以 EndpM 也 是 本 原 环 ， 但 妖 是 
EndpM 的 非 零 真理 想 , 所 以 , EndpM 不 是 单 环 . 但 可 以 证 明 忆 是 
个 单 环 . 

如 果 忌 是 本 原 环 , 按 定义 ， 有 一 个 不 可 约 忠 实 的 BR- 模 到 ,于 
是 及 可 看 作 BndM (MM 作为 加 法 群 的 自 同 态 全 体 所 成 的 环 ) 的 子 
环 , 在 BndM 中 的 中 心 化 子 D=0(4) 是 一 个 除 环 ,于 是 履 是 DD 
上 线性 空间 , 而 玉成 为 EndpMM 的 子 环 . 另 一 方面 , 设 有 除 环 刀 上 
线性 空间 履 , 则 EndpM 上 可 以 给 以 有 限 拓扑 ， 如 果子 环 王 在 这 
个 拓扑 意义 下 是 稠密 的 , 则 称 忆 为 稠密 环 ， 贾 柯 勃 逊 刻 划 本 原 环 
的 定理 是 BR 为 本 原 环 当 且 仅 当 五 为 稠密 环 . RB 是 含有 非 零 极 小 
右 ( 左 ) 理 想 的 本 原 环 当 且 仅 当 R 是 EndpM 中 含有 有 限 秩 线性 
变换 的 稠密 环 ， 对 某 除 环 上 的 线性 变换 ， 进 一 步 对 本 原 环 的 刻 划 
与 分 类 , 至 和 .还 有 许多 人 在 做 工作 .复旦 大 学 许 永 华 先 生 以 及 他 的 
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学 生 们 在 这 方面 作 了 许多 工作 . 


I0. 根 诊 


四 十 年 代 许 多 人 把 根 ( 也 即 宕 零 根 ) 的 概念 推广 到 一 般 的 环 与 
代数 上 上 .所谓 寡 零 根 ， 是 对 有 限 维 代数 或 阿 廷 环 而 言 ， 它 是 环 如 
的 最 大 窄 零 理想 ， 对 一 般 环 , 有 贾 柯 勃 进 根 (v- 根 ). 域 到 上 的 代 
数 4( 不 一 定 有 限 维 ) 的 勒 维 斯 基 (J.Levitzki) 根 (CL- 根 )， 是 指 4 
的 最 大 局 部 蜂 零 理想 ”Ni 入 ==0 时 就 称 4 为 上 L- 半 单 代 数 ，A/N 
是 乙 - 半 单 的 . 

在 环 及 中 ,使 R/VN 没有 非 零 究 零 理想 的 最 小 理想 六 , 称 为 书 
的 贝尔 (R. Baer) 根 (B- 根 ); 入 =0 时 , 就 称 及 为 B- 半 单 环 ,，R/N 
是 B- 半 单 的 . 

环 的 最 大 窜 零 元 理想 入 ， 称 为 BR 的 柯 特 (Koethe) 根 (下 - 
根 ). 图 ==0 时 , 称 吾 为- 半 单 环 , 而 B/N 是 玉 - 半 单 的 . 

各 种 不 同 的 根 ， 各 种 不 同 的 “ 半 单 环 "， 要 研究 它们 的 性 质 与 
相互 关系 ， 这 有 助 于 一 般 环 的 分 类 .五 十 年 代 初 ， 阿 密 策 (8. A. 
Amitsur) 与 库 洛 什 (A.T.Kypom) 独立 地 建立 了 根 的 一 般 理 论 ， 把 
以 前 讨论 的 根 都 统一 于 这 一 般 理论 下 . 

把 具有 某 性 质 PP 的 环 或 理想 叫做 了- 环 或 了 -理想 . 如 采 性 抽 
了 有 以 下 性 质 . 

(i) 了 -~- 环 的 辐 态 像 仍 是 P- 环 ; 

(站 ) 任 一 环 RR 有 一 个 最 大 P- 理 想 入 ， 它 包含 及 的 一 切 
了- 理想 ; 

(iii) R/VN 不 售 非 零 P- 理 想 ， 
则 就 称 了 为 根性 质 ， 其 中 的 访 , 就 称 为 环 BB 的 卫 - 根 P- 根 等 于 
零 的 环 , 就 称 为 ~ 半 单 环 . 

于 是 , 上 述 一 些 根 ( 瑟 - 根 ,二 - 根 ,v- 根 ,天 - 根 ) 都 是 由 根性 质 所 
*) ”局 部 舌 零 理想 ,是 指 这 理想 中 任意 有 限 个 元 素 生 成 的 子 环 都 是 餐 零 的 . 
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决定 的 根 ， 


1， 环 模 


与 群 一 样 , 环 的 表示 理论 与 环 模 的 理论 是 一 致 的 . 环 瑟 上 的 
左 模 章 是 指 天 为 加 法 群 , B 中 每 个 元 素 g 作为 型 的 目 同 态 作用 
在 及 上 (以 :zx 记 之 ,其 中 4ER, wxwE MH)， 并且 满 足 (e 廿 0) 一 
wt br,， (gb0)z=a(bz), 1:%= 二 ww， MM 称 为 左 BR- 模 ， 闻 样 ， 有 厂 模 
与 双边 模 的 定义 ， 如 果 尽 还 是 域 玉 上 人 代数， 那么 BR- 模 ( 左 ) 还 要 
求 弄 是 上 的 线性 空间 ， 这 就 是 通常 的 代数 表示 环 模 的 理论 
与 环 的 理论 是 分 不 开 的 . 

群 的 表示 理论 实际 上 是 环 模 理论 的 一 部 分 ， 因 为 对 群 @G， 可 
以 作 它 的 群 代 数 天 G(G 的 天 -线性 组 合 的 全 体 ), 而 五 G- 模 与 全 
模 是 一 回 事 ， 所 以 , 像 群 模 一 样 ， 环 模 理 论 最 基本 的 是 两 个 定理 . 
车 当 - 填 尔 德 定理 与 克 努 尔 - 斯 密 特 (Krull-Schmidt) 定理 . 但 对 
一 般 环 模 说 , 后 者 不 一 定 成 立 , 不 是 对 任意 环 刀 每 一 个 BR- 模 都 可 
以 唯一 地 分 解 成 有 限 个 不 可 分 解 BE- 模 的 直 和 .有些 情 闹 下 是 可 以 
的 ， 那 就 是 定理 : 若 及 是 阿 廷 坏 , M 为 有 限 生 成 B- 模 *», 则 HM 可 
以 叭 一 地 分 解 成 有 限 个 不 可 分 解 BB- 模 的 直 和 各. 这 里 唯一 当然 是 指 
不 管 次 序 而 且 是 在 BR- 同 构 的 意义 下 . 所 以 , 一般 讨论 阿 廷 环 已 上 
的 月 限 生 成 模 ，、 为 了 方便 起 见 , 下 面 我 位 主要 谈 阿 廷 代数 4, 基 域 
7 是 代数 闭 的 , 模 都 是 指 有 限 生成 4- 模 ， 

如 果 4 是 半 单 的 , 模 的 分 类 情况 比较 简单 . 这 时 候 不 可 分 解 
模 与 不 可 约 模 一 致 ， 不 可 约 模 只 有 限 个 ， 它 的 个 数 等 于 4 的 中 心 
(4) 的 维 数 . 4 的 不 可 约 模 都 在 4 的 正则 吉 示 的 分 解 中 出 现 , 而 
且 澡 现 的 次 数 正 好 等 于 这 个 不 可 约 模 的 维 数 ， 即 着 Vy，Va，….， 
Vs 为 44 的 所 有 不 同 的 不 可 约 模 , 则 有 


*) ”有 限 生成 &- 模 是 指 这 个 如 - 代 是 由 有 限 个 元 案 所 生成 的 。 
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Tdimgy) 2 (dimpA)?, ho-dimsZ(4). 


与 有 限 群 的 常 表示 情况 基本 一 样 ， 这 是 因为 群 代 数 了 G 是 半 单 阿 
廷 环 ， 所 以 常 表示 的 一 些 基 本 性 质 可 以 从 半 单 环 理论 中 盔 出 来 . 

如 果 4 不 是 半 单 的 , 4-- 模 的 分 类 就 很 复杂 , 像 群 的 模 表示 论 
中 一 样 , 除了 要 考虑 不 可 约 模 外 , 还 要 考 赎 不 可 分 解 模 . 如 果 4 的 
不 可 分 解 模 只 有 有 限 个 ( 同 构 算 一 样 )， 就 称 4 为 "有限 表 示 型 的 
代数 .以 4 作为 4- 模 直 和 分 解 出 的 不 可 分 解 模 ， 称 为 “ 主 不 可 
分 解 模 “, 它 当 然 只 有 有 限 个 ,它们 与 不 可 约 并 是 一 一 对 应 的 . 主 不 
可 分 解 模 有 一 个 重要 性 质 ， 任 一 个 以 主 不 可 分 解 4- 模 UU 为 同 态 
像 的 4- 模 折 ， 必 然 以 上 UV 为 直 和 项 ( 即 若 有 满 间 态 9: MH 一 U， 则 
MU@Kergp). 不 光 是 主 不 可 分 解 模 有 这 个 性 质 . 有 这 样 性 质 的 
模 , 就 称 为 “射影 4- 模 ,与 这 个 概念 相对 偶 的 是 “内 射 4- 模 ”. 任 一 
食 4- 模 六 ,作为 子 模 的 4- 模 以, 必然 以 六 为 直 和 项 ，( 即 若 用 己 
V, 必 存在 WH 的 子 模 太 ,使 隆 过 VO@N), 就 称 玉 为 内 射 4- 模 .内 
射 模 与 射影 模 是 模 论 中 两 个 极 重 要 的 概念 ， 射影 模 的 直 和 项 都 是 
射影 模 , 射影 模 的 直 和 也 是 射影 模 , 4 本 身 作 为 4- 模 (也 叫 正 则 表 
示 ) 是 射影 模 ， 若 干 个 4 的 直 和 4 四 … 由 4( 作 为 4- 模 ) 也 是 射影 
模 ,这 种 模 称 为 自由 模 ，4 的 个 数 称 为 这 个 自由 模 的 秩 ， 所 以 , 自 
由 模 是 射影 模 ， 射 影 寞 不 一 定 是 自由 模 ， 但 一 定 是 自由 楼 的 直 积 
项 . 


2. 环 的 维 数 


用 以 刻 划 分 类 环 的 重要 不 变量 ， 对 交换 环 R, 可 以 用 五 中 素 . 

理想 链 列 的 长 度 来 定义 维 数 . 对 非 交 换 环 , 通过 下 列 方式 来 定义 ， 

设 4 为 环 ，41! 是 有 限 生 成 BR- 模 ， 一定 有 一 个 射影 B- 模 0。 

及 满 同 态 s: Oo 一 内 .这 总 可 做 得 到 , 因为 村 是 由 有 限 个 元 素 1、 

Za wa 所 生成 , 我 们 就 可 以 做 一 个 秩 为 n, 以 eez……、 en 为 基 的 
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自由 RB- 模 O, 0 中 任 一 元 素 gE O 可 以 唯一 地 表 成 
6 一 404 十 Cals 十 .十 be acE BR, 
我 们 就 把 这 个 元 素 对 应 到 信 中 元 素 
ax404 二 0a0as 十 十 OonCG 4， 

这 个 上 映射 是 满 的 4- 同 态 , 而 自由 模 是 射影 模 . 所 以 , 一定 存在 射影 
模 Oo 及 满 同 态 es，0o—>M, 不 一 定 就 是 这 个 自由 模 OO， 然后 , 令 
NM, 一 Kers(s 的 核 ), 再 取 一 个 射影 覃 OO; 及 潢 同 态 0j. O01:>Mo, 其 
核 为 M1 =kerdi, 再 取 一 个 射影 模 Os 及 满 同 态 :Os. Oa—>M1, 核 为 
衣 , 一 kerds, 如 此 一 直 做 下 去 ,得 

0¢— Me Ove Oi Oe ee (x) 
这 是 一 个 带 着 一 连 串 同 态 的 R- 模 序列 ， 它 有 一 个 很 特殊 的 性 质 . 
后 一 个 同 态 的 像 等 于 前 一 个 同 态 的 核 ， 即 Tmdiri = kerd. 这 样 的 
序列 称 为 正 合 列 ， 根据 上 面 的 做 法 , 这 个 序列 中 除 第 一 个 BRB- 模 是 
先 给 的 开外 , 其 他 的 都 是 射影 已 - 模 , 这 样 的 序列 (*) 就 称 为 用 的 
一 个 射影 分 解 . 若 他 有 一 个 射影 分 解 (*)， 其 中 0, 二 0 对 充分 大 
的 %, 那么 就 称 人 有 有 限 同 调 维 数 ; 最 小 的 %( 在 所 有 型 的 射影 分 
解 中 ) 使 O, 关 0，Om% 一 0，m>n, 则 称 %w 为 MM 的 和 辣 调 维 数 , 记 作 大 
dimM， 显然 , BR- 模 MM 的 同调 维 数 为 零 当 且 仅 当 MM 为 射影 模 .所 
以 , 模 的 同调 维 数 描述 这 个 模 与 射影 模 相差 多 远 ， 对 环 ,定义 有 
的 同调 维 数 (或 称 整体 维 数 ) 一 sap 刀 dim 扩 ， 其 中 gup 表示 上 确 
界 ， 以 跑 过 所 有 有 BR- 模 。 对 环 来 讲 ， 整 体 维 数 是 个 重要 不 变量 
7 一 0 当 且 仅 当 BB 是 半 单 阿 廷 环 ; 7 所 1 当 且 仅 当 及 是 承继 环 *” 
(hereditary rimg). 还 可 以 证 明 , 车 如 是 域 ， 那 么 % 个 变量 的 多 
项 式 环 BR 一 了 了 [m1,，…， zw] 的 整体 维 数 7=n, 这 正好 与 通常 维 数 的 
概念 相 吻 合 ， 要 证 明 这 一 点 ,不 很 容易 , 要 用 到 同调 代数 的 一 些 工 
具 . 在 深入 讨论 环 的 理论 中 , 同调 代数 .KK 理论, 范畴 理论 等 都 是 
必 不 可 少 的 ， z 
。 ) 环 书 称 左 (有 ) 继 夭 环 ,如 果 忆 中 的 每 一 左 ( 右 ) 理 想 作为 - 模 是 射影 的 。 
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13. 代数 表示 论 


作为 环 论 的 一 部 份 ， 近 年 来 ， 代数 的 表示 理论 发 展 其 为 迅猛 ， 
内 容 其 为 丰富 . 这 里 , 代数 一 般 指 的 是 域 上 上 有限 维 代 歼 4. 如 时 
4 是 半 单 的 ,那么 4- 模 的 分 类 .结构 都 比较 简单 ， 所 以 , 一 般 是 研 
究 非 半 单 的 五- 代数 4, 特 别 着 重 研 究 它 的 不 可 分 解 表示 .首先 一 
个 问题 是 什么 时 候 4 是 有 限 表 示 型 的 ( 即 不 可 分 解 袁 示 只 有 有 限 
个 ) 4 的 什么 性 质 能 反映 出 4 是 有 限 表示 型 ? 早 在 1984 年 , 希 格 
曼 (D. G. Higman) 证 明了 有 限 群 G 的 群 代数 FG(8R 的 特征 数 为 
人 是 有 限 表 示 型 当 且 仅 当 G 的 2- 西 洛 ( 工 . Bylow) 子 群 是 循环 群 . 
这 是 一 个 很 有 趣 的 结果 . 后 来 , 许多 人 进一步 地 研究 在 这 种 情况 下 
(有 限 表示 型 的 群 代 数 ) 有 多 少 个 不 可 分 解 表 示 , 它们 的 结果 如 何 ， 
等 等 ， 这 些 不 可 分 解 表示 之 间 的 关系 常用 图 (严格 说 是 树 ) 来 表达 
出 来 ,叫做 布艺 尔 树 . 这 是 对 群 代数 而 言 , 而 对 一 般 .& -代数 4 情况 
就 复杂 得 多 . 疫 4 的 主 不 可 分 解 模 为 Pi, Pa,…, P.( 只 有 有 限 个 )， 
对 于 和 妃 ， 我 们 可 以 根据 P; 的 性 质 做 一 个 有 向 图 取 7 个 点 对 应 
于 不 可 分 解 模 Pi，Po,-…，Ps; 如 果 Homa(P;,，Py) 关 0, 即 存 在 从 
PP 到 Py 内 的 非 零 4- 模 同 态 , 则 从 点 到 ?了 7 点 给 以 一 个 第 涉 . 这 
样 组 成 的 有 向 图 ; 记 作 了 (4), 称 为 4 的 箭 图 (GQwiwer)， (4) 只 
能 有 反映 4 的 一 部 份 性 质 , 因为 它 只 用 了 4 的 主 不 可 分 解 模 之 间 的 
关系 ， 许 多 不 同 构 的 了 -代数 可 以 得 出 相同 (或 说 同 构 ) 的 第 图 ,但 
是 在 某 一 类 代数 中 ， 第 图 却 可 以 刻 划 出 代数 4 是 不 是 有 限 表 未 
型 . 1972 年 , 爷 布 里 尔 (P. Gabriel) 证 明了 这 样 一 个 有 趣 的 定理 
设 4 为 具 平方 宕 零 根 ( 即 了 (4)? 一 0) 的 也- 代数 ， 代 数 闲 而 
且 4 的 理想 所 成 的 格 是 分 配 格 ***， 于 是 4 为 有 限 表 示 型 当 旧 仅 
”“%“) ”有 向 图 就 是 指 由 一 些 点 及 这 些 点 申 间 的 菜 些 点 之 间 的 有 向 线段 所 构成 的 国 ， 
如 A / 

ss) ”这 是 4 为 有 限 表示 型 的 必要 条 件 ,对 任意 7- 代数 都 是 这 样 。 
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当 4 的 箭 图 7 44) 的 分 离 图 2*4) 的 无 向 图 是 邓 金 (EE. B. 
Dynkin) 图 4，,， D,, Ese, Bi', Bs 的 联 ， 这 里 4 D,, Ee, 性 7， Es 
是 指 下 列 这 些 无 向 图 ; 


A 个 顶点 ,之 1); 


Dn 和 (1 个 顶点 ,7 之 4)s 


Eb: 


邓 金 图 是 用 来 分 类 复 半音 李 代数 的 .除了 上 述 这 些 图 以 外 ， 还 有 
带 双 线 与 三 线 的 图 B, ==O,, 了 I， Gi 等 , 这 里 出 现 的 恰 是 所 有 只 含 
单线 的 邓 金 图 ，-- 个 是 复 半 单 李 代数 的 分 类 ， 一 个 是 有 限 表 示 型 
的 分 类 , 两 件 互 不 相关 的 事 却 运用 了 同样 的 图 来 分 类 , 这 是 很 奇妙 
的 现象 .事实 上 , 近年 发 现在 代数 几何 学 中 关于 有 理 奇 点 的 分 类 ， 
也 运用 了 邓 金 图 . 

我 们 把 代数 4 的 不 可 分 解 模型 的 合成 因子 的 个 数 ， 叫 做 “44 
的 长 度 ， 记 作 !LD)、 如果 4 的 所 有 不 可 分 解 模 的 长 度 都 小 于 某 
一 固定 数 ， 则 称 4 为 “有 界 表示 型 的 . 四 十 年 代 初 , 布 劳 尔 与 斯 
拉 尔 (R. M. Thrall) 关 于 表示 型 给 出 了 两 个 著名 的 猜测 . 

猜测 1， 有 界 表 示 型 一 定 是 有 限 表 示 型 ; 

猜测 2 若 4 为 无 趴 表示 型 , 则 必 有 无 限 个 整数 6, 使 得 有 无 
限 个 不 可 分 解 模 以 满足 iM) 二 =. 

通过 二 十 多 年 许多 人 的 努力 ,终于 在 1968 年 由 罗 特 (A.V. 
Roiter) 解 决 了 猜测 I，1974 年 ， 奥 斯 兰 得 (M. Auslander) 把 结 
果 推 广 到 阿 廷 代数 上 去 . 猜测 2 是 1974 年 由 纳 扎 洛 瓦 (L.A. 
Nazarova) 与 罗 特 所 解决 的 , 只 对 了 为 代数 闭 域 的 情况 ， 后 来 ， 林 

*) ”有 向 图 了 的 分 离 图 人 ’, 是 由 了 通过 一 个 简单 的 方式 做 出 米 的 有 向 图 ， 
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格 尔 (9. M. Ringel) 推 广 到 一 般 域 情况 ， 

上 面 提 及 从 代数 4 作 它 的 箭 图 (4), 虽然 这 是 个 有 限 图 , 考 
过 起 来 方便 一 点 ， 但 这 里 只 用 型 4 的 主 不 可 分 解 模 之 间 的 联系 ， 
不 能 全 面 地 反映 所 有 不 可 分 解 模 之 间 的 关系 . 七 十 年 代 中 期 ， 奥 
斯 兰 得 与 瑞 托 (I. Reiten) 把 代数 4 的 所 有 不 可 分 解 模 都 取 作 点 
(可 能 有 无 限 多 个 点 )， 如 果 在 不 可 分 解 模 Pi 与 Pj 之 间 在 在 不 可 
约 映射 ， 就 从 点 到 5 点 联 一 箭头 ， 这样 构 成 一 个 篆 图 ， 称 为 “ 奥 
斯 兰 得 - 瑞 托 第 图 ”， 这 个 第 图 的 许多 状态 可 以 反映 出 4 的 性 质 ， 
这 是 当前 非常 热门 的 一 个 方向 . 


14. 乔 图 的 代数 


所 谓 箭 图 二 ， 就 是 有 向 图 ， 就 是 给 出 点 的 集合 到 及 点 对 的 集 
全 如，(%，))E 召 表示 从 点 i 到 点 7 有 箭头 ， 所 以 表 成 T= (了 ， 
恕 ).。 如 果 按 着 箭头 方向 (要 一 个 接 一 个 连接 上 ) 能 从 点 到 5 了 点 ， 
这 样 的 一 个 通路 叫做 二 中 从 了 到 了 的 一 个 道路 , 例如 箭 图 
3 


1e 一- 了 6 
从 工 到 3 有 一 个 道路 ,从 工 到 5 有 两 个 道路 , 而 从 工 到 6 就 没有 道 
路 ， 把 箭 图 《的 所 有 道路 (任何 起 点 与 终点 ) 作 基 , 做 一 个 域 五 上 
的 线性 空间 @(7'); 然后 ， 基 之 间 定 义 乘法 ， 设 六 中 道路 4 与 已， 
如 果 4 的 终点 就 是 B 的 起 点 ， 那么 就 定义 乘积 4.B 为 把 4 与 B 
接 起 求 的 那个 道路 ， 否 则 就 定义 4.B=0、 这 样 ， 显 然 成 一 了 - 代 
数 , 称 为 4 的 道路 代数 ， 道 路 代数 的 性 质 、 分 类 等 , 也 是 当前 研究 
的 一 个 方向 .道路 代数 的 表示 理论 与 箭 图 的 表示 理论 是 一 致 的 . 
押 谓 箭 图 上 = (FF ，, 加) 的 一 个 表示 , 是 指 对 任 一 6E7V，, 给 一 个 线性 
空间 了;,， 对 任 一 箭头 GG， 站 EB 给 一 个 从 ;到 了 ;的 线性 变换 ， 
这 样 就 给 出 了 2 的 -个 表示 。 当然 还 要 定义 表示 的 等 价 、 直 和 、 
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子 表示 等 概念 ， 于 是 , 了 的 表示 成 一 范畴 ， 这 个 范畴 与 三 的 道路 
代数 的 模范 畴 等 价 。 


I5. 李 代 数 


上 面 介绍 的 都 是 结合 代数 ， 就 是 乘法 满足 结合 律 的 ， 通 常 代 
数 就 是 指 结合 代数 . 非 结合 代数 是 指 冬 法 不 满足 结合 律 的 线性 空 
间 , 但 一 般 总 还 有 一 个 关系 式 来 代替 乘法 结合 关系 , 乘法 关于 加 法 
的 分 配 律 总 是 成 立 的 . 

域 了 上 的 线性 空间 工 , 对 xz.yEI 有 乘法 [x, yj EL， 它 满足 

(i ) 运算 [w,t], 对 zz 与 9 而 言 都 是 线性 的 (这 就 是 分 配 律 ); 

(让 ) [zw, 归 一 一 yj], 对 所 有 %, yEL. 

(二 ) [zw，[y, ?jj 十 [yy，[z, 2%]] 十 [2，[z， 委 ]=0, 对 所 有 
y, EL. 

于 是 , 工 就 称 为 了 上 的 李 代 数 ， 它 关于 了 的 维 数 , 可 以 是 有 限 , 也 
可 以 是 无 限 ， 下 面 主要 谈 有 限 维 的 ， 李 代数 是 由 于 研究 李 群 的 需 
要 而 产生 与 发 展 的 。 李 代数 虽然 乘法 没有 结合 律 ， 但 是 依靠 了 性 
质 (iii 儿 称 为 雅 可 比 (9. GQ.J. Jaoobi) 等 式 ), 一 些 基本 概念 与 性 质 ， 
子 代数 、 理 想 、 商 代数 、 直 和 、 可 解 、 窜 零 等 等 , 都 与 结合 代数 一 样 可 
定义 . 于 是 , 李 代 数 工 的 最 大 可 解 理想 RR(I) 就 称 为 工 的 根 , 根 为 
零 的 李 代数 叫做 半 单 李 代 数 ; 工 /BR(IL) 是 半 单 李 代 数 ; 半 单 李 代数 
是 单 李 代数 (没有 非 显然 理想 的 李 代 数 ) 的 直 和 . 任意 一 个 李 代 数 
工 都 有 一 个 半 单 子 代数 8 使 得 工 =S@R(I)， 作 为 线性 空间 直 
和 .这些 都 与 结合 代数 中 的 魏 德 伯 恩 定理 一 样 ， 关键 是 单 李 代数 
怎么 分 类 , 什么 结构 . 复数 域 上 的 单 李 代数 的 分 类 .构造 ， 早 在 本 
世纪 初 , 就 由 嘉 当 所 解决 ,分 成 四 大 类 与 五 个 特殊 代数 , 4, (n 宇 1)， 
PtnmZP20，On>>3)， 了 (nd4)， 盏 8， 也， 奋 s。， 太 Ga， 后 来 ， 邓 
金 把 这 些 代 数 用 图 表达 出 来 ， 就 是 前 面 所 提 到 过 的 邓 金 图 ， 由 邓 
金 图 ， 可 以 给 出 相应 的 所 谓 嘉 当 矩 阵 .， 由 这 个 矩阵 ， 就 可 以 做 
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出 相应 的 单 李 代数 ， 这 个 代数 的 乘法 表 全 部 写 得 出 ， 对 复 单 李 代 
数 , 不 光 是 分 类 、 结 构 知 道 得 清楚 ， 而 且 它 们 的 表示 也 完全 清楚 
对 实 单 李 代 数 的 分 类、 结构 ， 也 已 于 1939 年 由 甘 特 马 赫 (F. 
Gantmacher) 所 解决 ， 

近年 来 ， 由 凯 斯 (V.Kao) 与 莫 德 (R.V.Moody) 所 独立 构 作 起 
的 一 类 李 代 数 ( 一 般 无 限 维 的 ) 受 到 各 方面 的 注意 ， 现 在 叫做 "项 
斯 - 莫 德 李 代 数 , 它 与 物理 学 有 着 密切 的 联系 , 与 微分 方程 、 组 合 
数学 、 群 论 等 也 都 有 联系 , 形成 了 一 个 很 重要 的 分 支 . 

上 面 所 谈 到 的 主要 是 特征 数 零 的 李 代 数 . 对 于 特征 数 p 的 单 
李 代 数 的 分 类 , 是 长 远 以 来 未 解决 的 问题 . 但 是 , 特征 数 2 的 李 代 
数 中 的 一 类 李 代 数 , 叫做 限制 李 代数 , 这 种 单 李 代 数 的 分 类 是 最 近 
才 彻 底 解决 的 (长 达 几 十 年 才 解 决 ， 也 成 了 数学 界 的 一 件 大 事 )， 


三 、 域 人 论 


1， 起 的 一 些 基本 性 质 


域 是 一 个 交换 环 , 而 且 每 一 非 零 元 素 都 有 道 元 素 ， 所以, 域 也 
中 所 有 非 零 元 素 全 体 FP* 构成 一 个 乘法 交换 群 。 最 小 的 正 整 数 % 
使 %*1 一 0 的 必 为 素数 p, 2 称 为 也 的 特征 数 ， 如 果 没 有 下 整数 
使 .1 一 0， 则 称 FP 的 “特征 数 为 零 ”?。 整数 环 马 的 商 环 Z/p2Z 就 
是 一 个 特征 数 为 2 的 最 小 域 , 记 作 了 Fs 任 一 个 特征 数 2 的 域 都 包 
含 万 。 有 理 数 域 Q@ 是 特征 数 0 的 最 小 域 ， 任 一 特征 数 0 的 域 都 
包含 @， 如 果 两 个 域 K 己 F, 则 称 区 为 了 的 扩 域 , 了 为 的 子 
域 ， 于 是 , 玉 是 了 -线性 空间 ; 车 dimzKK<o0, 则 称 区 为 了 的 有 
限 扩张 (dimz 必 称 为 次 数 ， 记 作 [:7]， 此 时 , 及 中 每 一 元 素 关 
于 也 都 是 代数 元 素 ( 即 能 满足 多 项 式 w* 二 ww 十 … 二 a。， 革 中 


可 


名 也 , mn 之 0)， 如 果 也 的 扩 域 KK 中 的 任 一 元 素 都 是 代数 元 素 ( 关 
于 了 ), 则 称 尺 为“F 的 代数 扩 域 *” 所以， 有限 扩 域 都 是 代数 扩 
域 ; 反之 不 尽 然 ， 例 如 ， 代 数 数 的 全 体 是 有 理 域 @ 上 的 代数 扩 域 ， 
但 不 是 有 限 扩 域 ， 对 任意 域 了 ,总 可 以 做 一 个 域 万 , 使 得 天 是 也 
的 代数 扩 域 , 而 不 存在 真 包含 也 的 了 的 代数 扩 域 , 称 也 为 “了 的 
代数 闭 包 ”， 这 时 候 , 了 是 个 代数 闭 域 ,， 即 它 不 存在 真 包含 它 的 代 
数 扩 域 ， 


2， 一般 侯 罗 瓦 理论 


件 罗 瓦 理论 起 源 于 研究 方程 的 根 ， 从 本 质 上 看 ， 它 实质 是 用 
域 的 自 同 构 群 来 研究 代数 扩 域 . 设 玉 为 域 卫 的 扩 域 ， 凡 使 了 中 
元 素 不 变 的 自 同 构 , 称 为 “ 玖 的 了- 自 同 构 ”， 显然 , K 的 了 - 自 
同 构 全 体 成 群 , 称 为 “及 关于 了 的 伽 罗 瓦 群 ”, 记 作 Gal(K/F). 令 
KK 的 所 有 自 同 构 全 体 所 成 的 群 为 Aut( 及 )， 设 工 为 Aut (K) 
的 子 群 , 则 下 中 被 和 所 不 变 的 元 素 全 体 Inv(T) 成 玉 的 子 域 , 称 
为 “六 的 不 变 子 域 "， 于 是 , 显然 有 : 

(i) 车 域 PCQCK, 则 Gal(K/P)2Gal(K/Q); 

( 立 ) 若 群 TCACAuibCK), 则 Inv7 之 Inv4. 

(iii) 若 域 PEK, 群 TCAUuti(K), 则 TCGal(K/P)ePC 
Inv (17); 

(iv) 车 域 PCK, 则 PClInv(Gal(K/P 了 ))， 

(Vv) 若 TCAUuI(K), 则 TCGal(F/Inv(T)). 

总 之 ,在 集合 {K 的 子 域 } 与 {Aut( 玉 ) 的 子 群 } 之 间 , 有 两 个 映射 去 
与 6. 

{KF 的 子 域 } 三 之 {Aat( 玉 ) 的 子 群 }， / 
tg(P)=QGal(K/P), 0 )=Inv(7'), 
它们 使 大 的 对 应 小 的 , 小 的 对 应 大 的 , 反 ( 疡 ) 二 P，50( 站 三 及 于 

4 之 


是 , 即 得 9eb(T) =007) ,E90E(P) 一 (LP) 对 任意 KK 的 子 域 卫 与 任 
意 AutK 的 子 群 工 成 立 ，& 与 9 不 是 互 道 的 , 不 是 一 一 对 应 的 关 
系 ， 但 是 ， 限 于 {9(T) [TAut 及 } 与 伦 (P)|PEK} 是 一 一 对 应 
的 ，& 与 9 就 是 互 逆 的 ， 我 们 就 把 这 种 全 ~&(P) 刁 Autb(K)， 称 
为 “及 上 的 仙 罗 巨 群 ”这 种 了 一 Q(T 了) 三 及 , 称 为 “中 的 不 变 子 
域 ”, 于 是 , 对 域 了 来 讲 , 入 上 伽 罗 瓦 群 与 下 中 的 不 变 子 域 之 间 构 
成 一 一 对 应 关系 , 小 的 对 应 大 的 ,大 的 对 应 小 的 ， 这 种 对 应 关系 就 
叫做 伽 罗 瓦 对 应 ， 这 是 对 一 般 域 都 适用 的 一 般 仰 罗 瓦 理论 . 


3. 有 限 域 


有 限 个 元 素 的 域 了 就 叫 有 限 域 , 它 一 定 是 特征 数 为 p 的 ， 因 
此 了 二 下 ,(p 个 元 素 的 素 域 ), 而 且 [F:Fy] 一 n<o0,， 即 dimypP = 
%.， 因此 | 万 | 一 8?, 有 限 域 中 元 素 的 个 数 , 一 定 是 素数 硕 ， 而 且 , 元 
素数 唯一 确定 有 限 域 ( 同 构 作 为 相同 )， 每 个 素数 绝对 应 有 唯一 的 
一 个 有 限 域 ， 设 玉 三 刀 是 两 个 有 限 域 ，[ 开 : 克 一 mm [Ff|=p”, 
IK|=p™". 于 是 玉 关 于 了 有 这 样 性 质 ， Inv(Gal(K/F))=F. 
有 这 样 性 质 的 域 叫 做 “KK 关于 了 是 正规 的 ”"， 再 加 上 长 /FP 是 可 
分 六 的 和 {E :本 一 <co， 运 用 一 般 的 伽 罗 瓦 对 应 ， 就 可 得 出 
Gal( 羽 / 太 ) 的 子 群 卫 与 玉 、 思 之 间 的 中 间 域 王 ( 开 二 忆 二 7) 一 一 
对 应 ， 而 我 们 知道 Gal(K/F) 是 个 m 阶 的 循环 群 to》>， 这 里 o 是 
使 五 中 元 素 不 变 的 攻 的 自 同 构 ，c(o) =w”( 对 任 %EK)。， 所 以 
Gal(KK/ 了 FP) 有 多 少子 群 , 子 群 的 结构 完全 清楚 , 从 而 天 二 和 4 之 间 有 
多 少 中 间 域 ,这些 中 间 域 的 结构 也 完全 清楚 . 

因此 ,有限 域 的 结构 比较 容易 掌握 .有 限 域 在 组 合 数 学 , 特别 
是 区 组 设计 、 有 限 几 何 、 编 码 理论 中 ,有 很 多 用 处 ， 


*) ”代数 元 素 a€ 及 称 为 “关于 五 是 可 分 的 ”?， 如 果 a 关于 的 最 小 多 项 式 没 有 
重 根 。 /了 称 为 “可 分 的 ”如 果 攻 中 每 一 元 素 关 于 了 是 可 分 的 。 
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4. 代数 数 域 

域 中 研究 得 最 多 的 是 代数 数 域 , 也 叫 数 域 , 这 是 由 于 它 实质 上 
是 数论 的 一 部 份 . 所 谓 代 数 数 域 ， 就 是 有 理 数 域 Q 的 有 限 扩 域 
其 .可 以 证 明 ， 这 种 有 限 扩 域 都 可 以 由 一 个 元 素 9 所 生成 ， 即 
太 一 Q(0). 于 是 [KK:Q@j 就 等 于 8 的 最 小 多 项 式 f 有 (2) 的 次 数 . 如 
f(z) 的 根 全 都 在 KK 中 , 则 称 玉 为 @ 的 正规 扩张 , 或 伽 罗 瓦 扩张 
这 时 ，Q@ 一 Inv(Gal(K/Q@))，G 一 Gal(K/@) 即 为 使 Q@ 中 元 素 不 
变 的 KK 的 自 同 构 ， 于 是 玉 与 Q@ 之 间 的 中 间 域 了 与 G 的 子 群 五 
一 一 对 应 ,了 对 应 Gal(KK/F), G 的 子 群 五 对 应 InvH, 而 且 

Inv(Gal(K/F))=F, Gal(K/InvyH)= 

设 玉 是 @ 的 向 罗 瓦 扩张 ,如果 Gal(K/Q) 是 循环 群 ( 交 换 群 ), 则 
称 到 为 循环 (交换 ) 扩 张 . 

对 数 域 玉 来 讲 ， 最 重要 的 是 研究 它 的 整 域 部 份 的 性 质 ， 下 
中 的 代数 整数 全 体 成 一 整 域 , 记 作 Or. 车 有 QEFCK，, 则 有 2 
SOrSEOr Or 一 Og 由 了 ,Ox 作 2- 模 是 自由 的 .Og 是 戴 德 金 环 , 它 
的 理想 有 唯一 因子 分 解 , 基础 是 Og 中 的 素 理 想 . 玉 中 分 式 理想 全 
体 成 乘法 交换 群 ， 它 商 掉 下 中 主 分 式 理想 所 成 子 群 就 得 KK 的 类 
群 ， 类 群 的 研究 ， 是 代数 数论 的 主要 课题 之 一 ，Q@CFCK 为 数 
域 , 设 乡 为 Op 中 一 个 素 理想 , 多 在 Or 中 生成 一 个 理想 BOK, 它 在 
Or 中 不 一 定 是 素 理想 , 希 尔 伯 特 理论 告诉 我 们 Or 在 Og 中 怎么 
分 解 : 车 数 域 区 是 了 的 正规 扩张 , 则 多 0g (多 9… 儿 ):， 其 中 
狗 , …, 纺 ,为 Og 中 素 理 想 ( 有 儿 i1 O05- 狠 )， 

efg= [K:F]=|[Gal(K/F)|, f= [Or/:05/DF], 
这 里 歼 , 多 各 是 Ox 与 Or 中 素 理 想 ， 为 极 大 理想 所 以 Or/ 丈 、 
Or/ 儿 都 是 域 , 而 Or 一 Or 嵌入 喘 射 导出 域 的 嵌入 : Op/ 多 一 Ox/ 纺 . 
e 称 为 分 野 数 ， 若 e= 工 中 称 “ 素 理想 22; 是 不 分 歧 的 ”或 “ 儿 不 分 
歧 ” 根据 戴 德 金 的 理论 , 分歧 的 理想 只 有 有 限 个 ， 
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3. 赋 值 语 


素 理 想 是 数 域 的 算术 理论 的 基础 但是， 我 们 可 以 用 赋值 来 
代替. 赋值 理论 已 成 为 代数 数论 与 代数 函数 论 的 重要 工具 , 而 且 ， 
它 本 号 也 已 成 为 代数 中 的 一 个 分 文 . 

域 K 的 赋值 p 是 映射 : 天 一 取 , 它 满足 

(i ) p(a) 关 0, 等 于 0 当 且 仅 当 a 一 0; 

(i) plab) =9(0)9(0), obEK:; 

(iii) p(t+o) oa) -9D), obobEK. 

如 果 对 任意 6@.5EK, 有 9lat+0)<max(p(4), 9(5))， 以 此 代替 
Gii) 所 得 的 赋值 9, 称 为 “ 非 阿 基 米 得 赋值 ” 否则, 称 为 “ 阿 基 米 得 
赋值 >， 由 这 个 定义 , 直接 可 推出 , 域 K* 有 了 赋值 p, 就 在 上 给 
出 了 一 个 尺度 (metric)， 从 而 使 KK 成 为 一 个 拓扑 空间 ， 成 为 一 个 
拓扑 域 ， 如 果 天 上 两 个 赋值 1 与 gs 在 尺 上 给 出 的 拓扑 是 一 致 
的 话 ， 就 称 “gi 与 pa 等 价 "， 赋 值 的 等 价 类 ， 就 称 为 K 的 一 个 位 
(21cce)， 我 们 仍 以 赋值 p 表示 ， 对 有 理 数 域 Q 来 讲 ， 非 阿 基 米 得 
赋值 (或 位 ) 与 素数 相当 ,一 一 对 应 .对 素数 p, 可 以 作 一 个 @ 的 非 
阿 基 米 得 赋值 9y: 设 有 理 数 g0 写成 因子 分 解 形式 4= tllg”®, 


其 中 跑 过 所 有 素数 ，xw(e) 表 示 < 中 出 现 9 的 次 数 ， 可 正 、 可 负 、 
也 可 以 是 0, 而 且 是 除 有 限 个 g 外 ve(%) 都 是 零 ， 所 以 乘积 是 有 意 


义 的 . 于 是 , 令 pz(a) = ey 当 g#0 时 ; 而 wp(0) 一 0， 可 以 证 


明 , wp 是 @@ 的 非 阿 基 米 得 赋值 , 而 Q 的 任 一 个 非 阿 基 米 得 赋值 都 
与 适当 的 py 等 价 ， 因 此 非 阿 基 米 得 位 与 素数 全 体 ( 也 即 @ 的 素 理 
想 全 体 ) 一 一 对 应 ， 在 Q@ 上 取 绝 对 值 (p-(c)=|al 4€@) 是 QQ@ 的 
唯一 的 一 个 阿 基 米 得 位 ， 任 一 阿 基 米 得 赋值 都 与 绝对 值 赋值 等 价 
(在 Q@ 上 ).， 绝对 值 的 这 个 位 叫做 ce 位 ， 其 他 的 we 是 有 限 位 ， 这 
是 @ 的 情况 ,代数 数 域 KK 的 情况 也 相 类 似 : OF 的 聚 理想 与 上 的 
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非 阿 基 米 得 等 价 类 (有 限 位) 一 一 对 应 ， 但 ce 位 有 人 71 十 7 个 ， 其 中 
zi、7ya 表示 中 含有 1 个 与 长 同 构 的 实 域 ( 仅 含 实数 的 域 ) 及 7a 
个 与 到 同 构 的 复 域 (含有 复数 的 域 ). 对 OF 中 一 个 素 理 卫 ， 对 应 
的 唯一 的 位 急 , 可 以 取 一 个 标准 的 赋值 , 记 作 pz. 枉 数 wo 完全 反 
映 出 在 乡 位 处 的 局 部 性 质 ,集合 {a€ K|[psg(a)<< 二 =og 是 一 
个 环 ， 表 达 出 天 在 多 位 处 的 整 域 ， 它 是 一 个 局 部 环 ( 有 唯一 极 大 
理想 的 环 ), 它 的 极 大 理想 为 {0€ K [9gy(@) <1}= Iy, Tonor= 一 多 
赋值 代替 素 理 想 , 还 可 以 表达 出 素 理想 在 扩 域 中 的 分 解 ， 设 刁 
五 为数 域 ,， 乡 为 K 中 素 理想 ， 对 应 于 赋值 pz, pz 是 及 上 函数 ， 
把 它 局 限于 ,就 得 的 赋值 p, 于 是 gp 所 对 应 的 了 中 素 理 想 儿 
恰好 乡 就 是 0s 的 因子 ， 因 此 ， 关 于 素 理想 在 扩 域 中 分 解 的 理 
论 , 都 可 以 用 赋值 来 说 明 . 

关于 赋值 , 有 一 个 基本 定理 , 叫做 逼近 定理 , 它 是 孙子 定理 (又 
称 中 国 剩余 定理 ) 的 翻版 ， 这 定理 说 : 给 出 % 个 整数 oa，…，oar 及 
w 个 不 同 素数 04，…，2o， 以 及 nw 个 正 实数 st, ,sy 则 总 存在 <E 
2, 使 

ppi(a 一 ai) < Bs, 对 “一 二 ……, 郊 . 

这 与 孙子 定理 完全 一 样 ， 逼 近 定 理 还 可 以 更 一 般 些 ， 为 强逼 近 定 
理 , 成 为 类 域 论 中 的 一 个 基本 定理 . 

赋值 论 不 仅 被 数 域 .代数 函数 域 .代数 几何 等 作为 基本 工具 来 
应 用 , 而 且 本 身 也 已 发 展 成 一 个 分 支 . 


6 人 整体 域 ， 局 部 拒 


数 域 天 上 上 的 赋值 pz( 多 可 以 有 限 , 也 可 以 无 限 ) 既 然 在 KK 上 
给 出 尺度 ,五 成 为 一 个 拓扑 环 , 就 可 以 考虑 它 的 完备 化 ; 正 像 绝对 
值 给 出 急 上 的 一 个 尺度 ，@ 按照 这 个 尺度 做 完备 域 就 是 实数 域 
也, 这 是 十 九 世 纪 柯 西 构造 实数 的 办 法 ， 对 于 数 域 及 来 讲 也 是 一 
样 : 称 五 中 序列 {a@w} 为 柯 西 序列 , 如 果 对 8>>0， 存在 mo, 使 当 nm 
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>no 时 , 总 有 9g (4, 一 4m) 二 s。 对 柯 西 序列 , 定义 “加 ”和 “ 箭 ” 
{a} 二 {0,} = {0 + 6,}, {gn} * {br} = {0n,0n}. 
如 果 对 s>0, 存在 mo, 使 p95 (0,) <s 对 所 有 的 ”>>%o 成 立 , 则 称 序 
列 {o 小 一 0 趋 于 0). 于 是 , 中 所 有 柯 西 序列 所 成 集合 五 成 环 , 其 
中 极限 为 零 的 序列 是 玉 ' 的 极 大 理想 , KK'/KK = 人 Ks 是 域 .4€ 太 可 
看 作 序 列 {@} (ka 都 等 于 4) ,这样 KK 就 成 为 > 的 子 域 ; 而 且 , K 
的 赋值 p 可 以 唯一 地 扩充 或 慷 s 的 赋值 ， 仍 记 作 gps， 这 时 候 ， 
ks 在 赋值 py 的 拓扑 下 是 一 个 完备 空间 ， 当 多 有 限时 ( 邑 乡 为 
及 中 素 理 想 ), 称 KKs 为 殉 adie 域 ; 多 无 限 大 位 时 , sg 为 实数 域 
RR 或 复数 域 0. 这 些 都 是 局 部 域 , 意思 是 KK 局 部 化 之 后 的 域 , 它 反 
映 全 在 乡 位 处 的 局 部 性 质 ， 局 部 域 的 一 般 定义 是 ， 非 离散 的 局 
部 煤 的 拓扑 域 ， 可 以 征明, 局 部 域 只 有 两 大 类 , 一 类 是 特征 零 的 ， 
它 是 数 域 K 所 做 出 的 统 adio 域 Ks 与 BR 及 GC; 另 一 类 是 特征 数 
2 的 ， 它 是 有 限 域 了 了。 上 的 一 个 变量 代数 函数 域 f()(0) 一 的 
素 理 想 位 多 处 所 做 完备 化 天"( 这 时 , 所 有 位 都 是 非 阿 基 米 得 的 ). 
这 两 类 域 ( 数 域 (9) 与 有限 域 BE) 上 一 个 变量 tt 的 代数 沙 域 
(2)(0)， 统 称 为 “整体 域 *。 它们 不 仅 在 局 部 性 质 上 有 类 似 的 拓 
扑 结果 , 而 且 , 在 整体 上 也 有 许多 类 似 的 地 方 . 最 基本 的 一 个 性 质 
是 它们 都 有 “乘积 公式 ” 对 于 QEK*(K 中 非 零 元 素 ) 都 有 
los (a)=1, 


其 中 细 跑 过 K 的 所 有 位 《有限 的 及 无 限 的 )。 还 可 以 把 天 的 所 
有 局 部 域 并 在 一 起 , 做 出 由 五 决定 的 两 个 极 重 要 的 交换 群 : Adele 
环 4x 与 ia6l6 群 Vz. 这 是 反映 整体 域 的 整体 性 质 的 群 ,它们 的 结 
构 包 含 着 的 许多 算术 性 质 , 是 研究 代数 数论 与 类 域 论 的 极 重要 
工具 . 设 长 为 数 域 ， 台 一 所 有 长 的 位 一 {多}, 5。 为 所 有 阿 基 米 
得 位 (赋值 ) 全 体 ， 对 OF 中 素 理 想 9 , ,为 相应 的 局 部 域 , vz 一 
{eE 开 po(o) 和 二 是 要 应 的 局 部 整 域 , 它 的 唯一 极 大 理想 是 主 理 
想 me 一 (we)， 设 人 光 S 导 Sw。, 且 为 有 限 集 ， 于 是 ,定义 
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A(S) -II Kx dvs, As= LJArls). 


容易 看 出 , 4 根据 坐标 各 自 相 乘 相 加 的 办 法 定义 乘 与 加 , 于 是 4， 
成 环 ， 叫 做 的 Adele 环 , 元 素 都 叫 Adele、4; 作为 环 , 其 中 单 
仔 的 全 体 成 乘法 交换 群 ， 叫 做 五 的 ia6l6 群 。 再 在 4x 与 J 中 各 
目 定义 拓扑 , 使 4mw 与 J 成 拓扑 环 与 拓扑 群 ， 都 是 局 部 紧 的 . 
可 以 对 角 地 嵌入 于 4w 中 , 即 对 4€ 民 可 作 红 0) = 1 %(%)s, 其 中 


(0)g 一 QE€ Kz, 对 每 个 CE， 同样 , K* 可 以 对 角 地 嵌入 中. 
有 趣 的 是 , K 是 4; 中 的 离散 子 群 (对 加 法 而 言 ), 而 4w 环 是 紧 臻 
的 拓扑 群 (从 4 所 诱导 的 商 拓扑 )， 而 这 个 紧 致 群 的 体积 ( 哈 测度 
下 ) 等 于 \ [Di ,其 中 的 Dy 是 数 域 到 的 极 重要 不 变量 ，K 的 判 
别 式 . 五 "在 ,关中 也 有 相似 关系 , 不 过 J; 要略 加 修改 , 缩小 一 点 
成 78= { Loo| 了 wo(oo) 一 1}( 这 里 ，9s 都 是 标准 化 了 的 赋值 )。 


于 是 ，K“ 是 Vx 的 离散 子 群 ，Jx/K* 是 紧 致 交换 拓扑 群 ， 在 适当 
选取 局 部 紧 群 Jx 的 蛤 测度 ( 称 为 塔 马 俩 瓦 (JTamagawa) 测 度 ) 下 ， 
Jrx/K" 的 体积 为 
E20"hR 
wv [DI 

其 中 心 为 五 的 类 数 ,已 为 五 的 控制 数 , 71 为 与 区 同 构 的 实 域 数 ， 
rs 为 与 五 同 构 的 复 域 数 , 刀 为 五 的 判别 式 数 , % 为 五 中 所 含 单 
位 根 数 ， 这 是 一 个 很 有 用 的 奇妙 的 公式 。 


7. 类 域 论 与 互 反 律 


类 域 论 是 代数 数论 中 最 深入 的 课题 之 一 ， 对 代数 数 域 , 希 
望 对 某 一 类 KK 的 扩 域 用 一 些 群 来 刻 划 , 如 也 /天 是 有 限 正 规 扩 域 ， 
那么 上 与 人 之 间 的 所 有 中 间 域 与 Gal(L/K ) 的 子 群 一 一 对 应 , 这 
是 伽 罗 瓦 理论 . 类 域 理论 希望 用 五 * 内 部 的 某 些 群 来 刻 划 ， 而 且 
还 第 望 这 些 子 群 的 结构 能 反映 出 天 到 工 之 间 理 想 的 分 解 。 希 尔 
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伯 特 第 一 个 给 出 了 这 样 的 结论 ; 数 域 罗 的 不 分 层 交 换 * 冰 域 全 体 
{下 与 KK 的 理想 类 群 . 光 之 间 有 一 一 对 应 ， 与 理想 类 了 所 对 应 的 
不 分 歧 交换 扩 域 ,就 称 为 了 的 “绝对 类 域 ”, 现在 称 为 “ 希 尔 伯 特 
类 域 "， 下 的 任 一 不 分 层 交 换 扩 域 都 是 某 一 理想 类 的 希 尔 伯 特 类 
域 ， 这 就 是 用 K"* 内 部 的 群 (理想 类 群 ) 来 刻 划 区 的 所 有 不 分 餐 
交换 扩 域 ， 其 实 , 在 希 尔 伯 特 之 前 , 库 默 尔 的 理论 也 已 经 表示 出 这 
种 思想 . 设 了 / 玉 是 有 限 交换 扩张 , 如 果 Gal( 工 /及 ) 的 元 素 的 阶 的 
最 小 公 倍数 为 w 且 及 包含 次 单位 根 , 则 称 工 为 K 的 “ 闫 默 尔 
mw- 扩张 "于是, 有 库 默 尔 定理 ， 在 区 的 库 默 尔 %- 扩 张 侈 体 与 * 
的 子 群集 合 {WV | 克己 K"，(WW:K") <90} (这 里 "是 K* 中 元 素 
的 次 笑 所 成 的 乘法 群 ) 之 问 有 一 一 对 应 。 这 种 思 是 K" 内 部 的 
群 ,用 来 刻 划 区 的 库 默 尔 “+ 扩张 
早 在 希 尔 伯 特 之 前 ， 训 良 温 克 (L。Kroneaker) 与 韦伯 
CH. Weber) 对 =Q 的 情况 证 明了 一 个 精彩 的 定理 ， 对 Q@ 的 任 
一 有 限 交换 扩 域 ,总 存在 正 整 数 m, 使 得 万 往 Q@(Znm) ,其 中 Lm 为 
m 次 单位 根 ，Q@ 上 的 简单 扩 域 @(m) 称 为 “m- 次 分 圆 域 ”. 这 个 定 
理 简单 说 就 是 ，Q@ 上 的 交换 扩 域 都 包含 于 分 圆 域 之 中 ， 满 足 定理 
.的 最 小 的 m, 称 为 交换 扩 域 的 导 子 (conduetor)、 根据 这 个 定理 ,把 
所 有 单位 根 扩张 到 @ 上 , 得 到 一 个 域 Qsw, 它 包含 所 有 的 有 限 交换 
扩 域 , Qu 是 最 大 的 交换 扩 域 ,不 过 它 是 Q@ 的 无 限 扩 域 ， 根 据 导 子 
m 可 以 做 出 @' 中 的 菜子 群 Im 来， 于 是 @ 的 所 有 有 限 交换 扩 域 
的 集合 与 @" 中 子 群 Tm 集合 一 一 对 应 ， 而且 , 车 卫 与 I 对 应 时 ， 
有 Gal(/Q) Gal(Q@(Cm)/Q)/Iwm， 这 就 是 Q@ 上 的 类 域 论 , 后 者 
是 @ 上 的 互 反 律 ,就 是 @ 中 的 某 些 对 象 去 刻 划 Gal( 也 /Q@). 那么 ， 
对 一 般 的 代数 数 域 尺 怎样 ? 这 是 1900 年 希 尔 伯 特 提出 的 23 个 问 
题 中 的 第 九 问题 ， 数 域 忆 上 的 互 反 律 . 这 个 问题 于 1927 年 由 阿 


*) ” 工 /K 称 为 交换 扩 域 ,如 果 工 / 瓦 是 伽 罗 瓦 的 ,而 且 Gal( 工 /已 ) 是 交换 群 . 卫 / 羽 


称 为 不 分 歧 扩 域 ,如 果 Ox 中 任 一 业 理 想 多 扩充 成 Oz 中 理想 20z 了 时，90r 的 分 解 


多 04， 为 不 同 的 Oz 中 素 理想 , 则 6 一 1 一 rg8。 
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延 解 并 人 虎 豆 肥 律 ， 第 条 位 特 人 二 二 站 题 是 问 对 任何 代 


理 (对 Q) 的 扩充 克朗 湿 克 曾经 猜测 过 ， 对 二 次 域 可 以 作 一 个 极 
大 交换 扩张 ， 他 称 这 个 猜想 为 “青春 之 梦 ” 这 个 问题 已 经 有 了 一 
些 结 果 ， 若 为 虚 二 次 域 , 则 五 的 极 大 交换 扩 域 可 以 由 天 及 周 
期 比例 为 K 中 代数 整数 的 椭圆 函数 的 值 而 生成 .至 于 斋 尔 但 
特 第 十 二 问题 的 解决 , 还 相去 其 远 . 

讨论 这 两 个 问题 都 要 求 有 类 域 理 论 ，1920 年 前 后 , 日 本 数学 
家 高 木 贞 治 创建 了 一 般 代 数 数 域 K 上 的 类 域 理 论 ， 他 的 功绩 是 : 
建立 了 五 的 有 限 交 换 扩 域 了 的 集合 与 玉 中 理想 所 成 乘法 群 
的 某 些 子 群 瑟 所 成 集合 之 间 的 一 一 对 应 关系 , 并 且 给 出 了 Gal(L/ 
 ) 与 某 池 想 类 群 之 间 的 同 构 ， 后来, 阿 廷 把 这 个 同 构 更 具体 有 效 
地 写 出 来 , 就 是 一 般 互 反 律 , 它 包 售 著 名 的 高 其 1(U. F, Gauss,1777 
人 1855) 在 数论 上 的 互 反 律 . 

1940 年 左右 , 舍 瓦 菜 引 进 了 idélé 的 概念 ， 全 得 闫 天 型 论 更 和 
易 理解 些 . 先 谈 谈 局 部 类 域 论 , 即 局 部 域 上 的 类 域 论 . 迟 五 为 局 部 
域 , 工 为 KK 的 有 限 交 换 扩 域 , xE 工 关于 大 的 norm 记 作 必 zw， 
定义 为 zaZ 一 ， II cko) ,又 以 


EGal(Db/K) 
Nur = {Ni/rz|w#0, TE 了 
这 是 K" 的 子 群 , 于 是 局 部 类 域 论 的 基本 定理 是 : 
Re*/NrrEesGal( 研 / 玖 ). 


这 个 同 构 关 系 就 是 互 反 律 . 这 里 得 出 有 限 交 换 扩 域 卫 对 应 到 KK" 
的 子 群 NixzL"， 这 是 到 ”作为 拓扑 群 的 一 个 有 限 指 数 的 开 子 群 ， 
反之 ， 凡 是 K* 的 有 限 指 数 的 开 子 群 都 是 这 个 形式 〈 即 存在 玉 的 
有 限 交 换 扩 域 卫 ， 使 它 为 Worzz 因此， 瑟 的 有 限 交 换 扩 域 工 
的 集合 与 K" 中 有 限 指 数 的 开 子 群 六 zf 的 集合 一 一 对 应 ,而 且 
有 估 罗 瓦 群 的 同 构 ， 这 絮 是 局 部 娄 域 论 与 互 反 律 .二 称 为 开 子 群 
NazL 类 域 。 
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如 果 KK 是 整体 咸 ， 厂 是 天 的 有 限 交 换 扩 域 ，Vz JE 各 为 上 
与 六 的 id616 群 ， 要 适当 和 定义 从 .到 wz 的 同 态 Nazvr:vyz 一 va 
对 (有 Erz， 定 义 信 pg(s 柯 ) 一 (zz)Ewa 这 里 每 个 五 的 位 乡 上 
Za 一 只 Ara/resz， 乘积 是 跑 过 所 有 乡 的 因子 乡 ， 于 是 对 整体 域 
的 类 域 论 的 基本 定理 , 是 存在 标准 同 构 

J xg/Nisgd i Gal(D/EK). 

这 是 一 般 互 反 律 . K 的 任 一 有 限 交 换 扩 域 卫 对 应 Jzx 的 有 限 指 
数 的 开 子 群 NigJz 反之, 任 一 Jx 的 有 限 指数 的 开 子 群 都 是 这 
个 形式 (存在 L). 于是， 五 的 有 限 交 换 扩 域 工 的 存在 与 Vx 的 有 
限 指数 开 子 群 一 一 对 应 .二 称 为 Wrvgvz 的 类 域 . 

类 域 都 是 对 交换 扩 域 来 分 类 ， 而 非 交 换 扩 域 的 类 域 理 论 与 互 
反 律 应 该 是 怎样 ? 这 是 大 家 所 关心 的 一 个 课题 。 


8. 序 二 


序 域 是 域 的 理论 中 一 个 重要 方 问 , 它 与 赋值 .逻辑 等 有 着 密切 
关系 .我 们 知道 , 有理 数 域 @、 实 数 域 BR 都 是 有 序 的 , 复数 域 6 与 
二 次 域 @( 引 都 不 能 有 序 ， 因为 癌 = 一 1, 平方 数 总 该 正 ， 一 1 总 该 
负 , 这 个 数 党 = 一 1 又 正 又 负 , 这 就 矛盾 了 . 那么 ,究竟 什么 叫 域 有 
序 ? 序 是 否 可 以 用 代数 运算 反映 出 来 ? 同一 个 域 , 是 否 可 以 有 几 个 
序 ? 等 等 ， 这 就 要 研究 序 域 . 

设 域 天 中 有 一 个 子 集 P( 称 作为 非 负 元 素 集 ), 满足 

(i) P+PEP., 

(ii) P.PEP, 

(ii) PU(—7)=K,; 

Civ) PN(-P)= {0)}, 

于 是 , (K, PP) 就 称 为 序 域 . 

很 容易 得 出 KK 中 平方 和 都 属 P,， 平方 和 全 体 记 作 cEK)， 

o(K)CP; —14 了 P; PK; 有 限 域 没有 序 , 0 没有 序 等 ，Q@ 与 及 


| 


有 序 而 且 是 唯一 序 . 

是 阿 廷 与 斯 菜 尔 (DO.Sohreier) 最 先 系 统 地 研究 序 域 ， 于 1927 
年 发 表 了 两 篇 莫 基 性 的 文章 ， 首 先 一 个 基本 定理 是 解决 怎样 的 域 
可 以 有 序 . 他 们 定义 : 域 K 称 为 形式 实 域 , 如 果 在 KK 中 有 3 十 … 
十 0 一 0 9.E 下, 则 必 所 有 6% 一 0, $=1，…*, 7。 这 个 条 件 与 一 后 
o(K) 是 一 样 的 ， 于是, 有 定理 ， 域 下 可 以 有 序 当 且 仅 当下 是 形 
式 实 域 . 这 定理 的 必要 性 是 显然 的 ; 证 明 充 分 性 时 ， 是 先 把 KK 放 
到 洋 闭 域 且 中 去 (所 谓 实 闭 域 , 就 是 这 种 形式 实 域 , 它 没 真 代数 扩 
张 的 形式 实 域 ;， 然 后 实 闭 域 有 唯一 的 序 ， 把 这 个 序 局 限 在 下 
上 , 就 得 到 KK 的 序 . 包含 形 式 实 域 天 的 实 闭 域 B 的 存在 性 , 是 容 
易 证 明 的 , 只 要 运用 佐 恩 (M. Zorn) 引 理 逐 步 做 出 来 就 可 以 了 . 有 
意义 而 县 有 趣 的 是 ， 实 闭 域 有 而 且 只 有 一 个 序 ， 实 闭 域 就 像 实 数 
域 及 那样 ， 阿 廷 证 明了 实 闭 域 的 特性 , 有 定理 ， 

对 域 及 来 说 , 下 列 三 条 件 是 等 价 的 : 

(1) 及 是 实 闭 域 ; 

(2) MV-iBR( 即 2 十 1=0 在 BE 中 无 解 , 或 一 1 不 是 平方 )， 
而 有 (vv 一 1) 是 代数 闭 域 ; 

(3) 及 为 形式 实 域 ，[ BR*/R”| =2, 且 R[z] 中 任 一 奇 次 多 项 
式 在 及 中 有 根 ， 

显然 , 实数 域 及 是 满足 条 件 (3) 的 , 因此 及 是 实 闭 域 ; 于 是 , 由 
(2) 就 得 出 C=R(CYV 一 了 是 代数 闭 域 ， 这 就 是 高 斯 所 证 明 的 代数 
基本 定理 . 实 闲 域 具有 实数 域 BB 那样 的 性 质 ， 所 以 , 在 及 上 所 成 
立 的 一 些 定理 (如 斯 图 姆 (J .ch. 了 F. Sturm) 定 理 、 洛 尔 (M. Rolle) 
定理 、 西 尔 维 斯 特 (J. J. Sylvester) 关 于 实 二 次 型 的 惰性 定律 等 ) 
在 实 闭 域 上 也 能 成 立 ，1948 年 , 塔 斯 基 (A. Tarski) 运 用 实 闭 域 给 
出 了 数理 逻辑 中 的 “ 搭 斯 基 原理 ” 设 语句 (siatement)gS 是 用 序 域 
的 初等 语言 来 表达 的 ， 则 5 在 某 实 闭 域 中 成 立 当 和 且 仅 当 访 在 所 有 
实 闭 域 中 成 立 , 实 闭 域 的 理论 对 非 标 准 分 析 理 论 也 有 应 用 . 

阿 廷 于 1927 年 , 运用 形式 实 域 的 理论 , 解决 了 著名 的 希 尔 伯 
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特 第 十 七 问题 , 这 就 是 定理 : 

设 了 五 是 实数 域 BB 的 子 域 ， 它 有 唯一 序 ， 又 JE 下 (oa va) 
为 n 个 变量 2 …，w 的 有 理 函 数 , 而 且 了 半 正 定 , 即 了 ca on) 
之 0 对 所 有 wE 尺 (只 要 在 了 的 定义 区 内 ). 则 了 是 域 FCvi,… on) 
中 的 一 个 平方 和 ( 即 f=9 寺 … 十 9 EP(v1 …， 2%n)). 

阿 廷 的 理论 没有 说 明 了 表 成 平方 和 时 需要 多 少 个 平方 项 ， 但 
是 希 尔 伯 特 早 在 1893 年 就 知道 ,任意 两 个 变量 (w=2) 的 半 正 定 有 
理 请 数 是 四 个 平方 和 (7 一 4)，1966 年 , 阿 克 丝 (J. B. Ax) 指 出 , 三 
个 变量 (一 3) 的 半 正 定 有 理 函 数 是 八 个 平方 和 (人 = 8); 并 且 , 猜测 
% 个 变量 的 半 正 定 有 理 函数 是 2" 个 平方 和 .1967 年 ， 普 费 斯 特 
(A .Pfisber) 证 明了 这 个 猜测 .用 了 非常 巧妙 的 方法 ,从 而 也 大 大 
推动 了 二 次 型 的 理论 的 进展 . 

实 域 的 理论 很 丰富 , 已 经 成 为 代数 中 的 一 个 分 支 
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